חומרים שהוכנו על-ידי משתתפי קורס מורים מובילים תשע"ה 

ניתן להשתמש בחומרים לצורך הוראה בלבד.

לא ניתן לפרסם את החומרים או לעשות בהם כל שימוש מסחרי 

ללא קבלת אישור מראש מצוות הפיתוח

כתיבה ועריכה:

ולרי פקר
דפי עבודה בנושא: עץ בינרי
מדריך למורה:
דפי העבודה מבוססים על הקובץ  Unit4.dll, המכיל את המחלקה  BinNode<T>, לפי תכנית הלימודים, וגם את מחלקת השירות הסטטית BinTreeCanvas. מחלקת השירות מאפשרת להציג עץ בינרי באופן ויזואלי על החלון הגרפי. הייצוג הויזואלי מפשט לתלמיד את תהליך העבודה ומקל עליו את התחלת העבודה.
הדפים גם מבוססים על ההגדרה הרקורסיבית של עץ חוליות בינרי, שניתנה בספר "עיצוב תוכנה מבוסס עצמים". 

בספר עץ חוליות בינרי בצורה רקורסיבית מוגדר כך:
•
 חוליה בינרית יחידה
 או

•
 חוליה בינרית שבה יש הפניה אחת לעץ חוליות בינרי או שתי הפניות לשני עצי חוליות בינריים הזרים זה לזה (שאין להם חוליות משותפות).
כלומר, עץ חוליות בינרי מכיל לפחות חוליה אחת.

יכולת כתיבת פעולות רקורסיביות מתבססת על הבנת ההגדרה הרקורסיבית של עץ בינארי.
ניתן לתת את אותה ההגדרה בצורה מפורטת יותר כך:
•
עץ עלה (שורש ללא ילדים) ‒  המקרה  הפשוט ביותר של העץ. 

או

•
אחת משלושת המקרים הכלליים:

(
שורש   עם שני ילדים ‒ ילד שמאלי וילד ימני זרים זו לזה, שהם עצים בינריים.
(
שורש רק עם ילד שמאלי, שהוא עץ בינרי. 
(
שורש רק עם ילד ימני, שהוא עץ בינרי.
ההגדרה הזאת מאפשרת כתיבת פעולות רקורסיביות בצורה מבנית. פשוט צריך לטפל בכל המקרים האפשריים,  כאשר כל המקרים ידועים מראש. 
במשימה 1 תלמידים מתרגלים בנייה "ידנית" של עץ חוליות בינרי לפי תרשים נתון. הבנייה תיעשה בשלבים, על-ידי רצף של פעולות בונות, רמה אחרי רמה החל מהשורש.
לדוגמה, צריך לבנות את  עץ החוליות הבינרי עבור התרשים שלהלן:
	


נתחיל בבניית  עץ עלה, שהוא העץ הקטן ביותר שיכול להתקיים. בשלב הבא, נוסיף לעץ שני ילדיו שהם בעצמם עצים בינריים, הבנויים גם על-יד פעולות בנות.  לאחר מכן, נוסיף לכל ילד את הילדים שלו ברמה הבאה וכן הלאה. אחרי כל שלב בבנייה צריך להציג את העץ באופן ויזואלי ולבדוק את נכונות הבנייה. אם לצומת יש רק ילד אחד, מוסיפם רק פעולה בונה אחת עבורו, ובמקום הילד השני, שאינו קיים, מוסיפים  null.
להלן שלבי בניית העץ:
	BinNode<int> bt = new BinNode<int>(7);
	שלב ראשון:

	BinNode<int> bt = new BinNode<int>( 

new BinNode<int>(5),  (
7,

new BinNode<int>(8)); (
	שלב שני:

	BinNode<int> bt = new BinNode<int>(

new BinNode<int>(

new BinNode<int>(4),   (
5,

new BinNode<int>(2)),  (
7,

new BinNode<int>(

new BinNode<int>(9),   (
8,

null));                          ;   (
	שלב שלישי:


	BinNode<int> bt = new BinNode<int>(

new BinNode<int>(

new BinNode<int>(

null,                              , (
4,

new BinNode<int>(8)),  (
5, 

new BinNode<int>(

null,                               ,  (
2,

new BinNode<int>(6))),  (
7,

new BinNode<int>(

new BinNode<int>(

new BinNode<int>(2),  (
9,

new BinNode<int>(6)),  (
8,

null));
	שלב רביעי:


יש להדגיש, שצומת שאינה נוצרת (אינה קיימת) ‒   הפנייה מטיפוס חוליה בינרית שערכה  null  אינה מייצגת "עץ ריק"  ולא מוצגת החלון הגרפי. 
במשימה  2  תלמידים מתרגלים החלפה של שני התת-עצים של העץ הנתון, זה בזה.
במשימה 3 תלמידים מקבלים אזהרה, ששימוש בפעולות  SetLeft ו-SetRight  מאפשרת לשנות את מבנה העץ ולפגוע בשגגה במבנה התקין של העץ. למשל, אפשר לשנות את ההפניה השמאלית של חוליה בעץ, כך שתַפנה לשורש העץ, וכך יתקבל מבנה מעגלי. במשימה התלמידים גם מגלים שבעץ בינרי חוקי קיים יחס מסוים בין מספר הקשתות למספר הצמתים.
מספר הקשתות בעץ בינרי חוקי שווה למספר הצמתים פחות  1. מספר הקשתות בעץ בינרי שאינו חוקי גדול או שווה למספר הצמתים. להלן לדוגמה לשני עצים שאינם חוקיים:
	
	

	לעץ יש צומת משותפת
	לעץ יש מבנה מעגלי


במשימות   3, 4  ו-8  תלמידים מתרגלים כתיבת פעולות רקורסיביות מתבססות על הבנת ההגדרה הרקורסיבית של העץ הבינרי.
במשימות 5‒7 תלמידים מתרגלים כתיבת פעולות רקורסיביות בצורה יותר פשוטה. ברוב המקרים ניתן לצמצם את שלושת המקרים הכלליים, בהגדרה הרקורסיבית,  למקרה אחד בלבד ולפשט את צורת הכתיבה של הפעולה. בכתיבה זו, תנאי העצירה בודק אם הפניה שווה ל-null. דבר זה עלול להתפרש כאילו יכול להיות שהעץ שהועבר לפעולה אינו קיים (ערך הפרמטר הוא null).  הדבר גם עומד בסתירה להנחה, שכל עץ בינרי מכיל לפחות חוליה אחת ופרמטר המועבר לפעולה אינו שווה   null.  למרות ההנחה, לעתים קרובות אפשר למצוא ניסוח מתאים לתנאי העצירה, כאשר הפרמטר שהועבר לפעולה שווה  null,  ולטפל במקרה כזה או לא לעשות דבר. 
לדוגמה, גובה עץ בינרי מוגדר כמרחק הגדול ביותר מהשורש לעלה כלשהו של העץ, כלומר זו הרמה הגבוהה ביותר של עץ. על-פי ההגדרה הרקורסיבית גובהו של עץ שהוא  null  אינו מוגדר... יחד עם זאת, ניתן למצוא ניסוח מתאים לתנאי העצירה של הרקורסיה, כאשר ההפניה שווה  null.  בתנאי הזה, אין משמעות לתכונות העץ, אך ניתן להניח שגובה העץ במקרה הזה שווה -1.   ערך זה לא נבחר שרירותית, אלא הוא הערך אינו עומד בסתירה לחישוב הגובה בצורה רקורסיבית.

יש להדגיש, שלא תמיד זה אפשרי.
דפי עבודה בנושא: עץ בינרי
כדי לבצע את המשימות, עליכם לצרף לפרויקט את הקובץ  Unit4.dll, המכיל אוסף המחלקות לפי תכנית הלימודים וגם המחלקות הסטטיות הנוספות. כל המחלקות מאורגנות במרחבי השמות (namespace).
הטבלה הבאה מסכמת את מרחבי השמות והמחלקות שקיימות בקובץ  Unit4.dll: 
	המחלקות
	תיאור
	שם המרחב

	Stack<T>
Queue<T>

Node<T>

BinNode<T>
	מרחב זה מכיל את המחלקות הגנריות, שמופיעות ביחידת לימוד 4.
	Unit4.CollectionLib;

	BinTreeUtils
	מרחב זה מכיל את מחלקת השירות הסטטית, שמכילה אוסף פעולות סטטיות שימושיות בעבודה עם עץ בינרי.
	Unit4.BinTreeUtilsLib

	מחלקה גרפית

	BinTreeCanvas
	מרחב זה מכיל את מחלקת השירות הסטטית, שמכילה אוסף פעולות סטטיות, הנחוצות לציור של עץ בינרי.
	Unit4.BinTreeCanvasLib


לצורך שימוש באחת או יותר מהמחלקות שלעיל בפרויקט, עליכם לצרף את הקובץ את הקובץ Unit4.dll  לפרויקט.
על מנת לצרף את הקובץ  Unit4.dll  לפרויקט, יש לבצע את השלבים הבאים:
ü
להעתיק את הקובץ  Unit4.dll  פיזי לתיקיה  bin/debug  של הפרויקט.
ü
להוסיף Reference לפרויקט  לקובץ  Unit4.dll,  שנמצא  בתיקיה  bin/debug.

ניתן לבצע זאת על ידי: בחירה מתוך חלון ה-Solution של הפרויקט, בחירה 
ב- Add reference…. 
בחלון שהתקבל, בחירה בכרטיסיה Browse ואז כניסה לתיקייה bin/debug, וסימון של הקובץ  Unit4.dll.
ü
להצהיר על מרחבי השמות הרלבנטיים בראש התוכנית, כדי שנוכל לכתוב את שם המחלקות בצורה המקוצרת (המרומזת):
using Unit4.CollectionsLib;
using Unit4.BinTreeCanvasLib;
משימה 1 – חלק א' (בניית עץ חוליות בינרי בצורה ידנית)
לפניכם המחלקה הראשית Program לבניה וייצוג ויזואלי של עץ בינרי. בפעולה הראשית של המחלקה חסר קטע קוד, הבונה עץ חוליות בינרי של מספרים שלמים לפי התרשים שלהלן: 

using System;

using Unit4.CollectionsLib;

using Unit4.BinTreeCanvasLib;

namespace BinTreeTest

{

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

BinNode<int> bt;
	תרשים העץ, שצריך לבנות: 








//


הפעולה הסטטית AddTree שמציגה את העץ הבנוי  bt  בצורה גרפית
//
TreeCanvas.AddTree(bt);

}
}

}
(
פתחו פרויקט חדש, צרפו את הקובץ  Unit4.dll והקלידו את הקוד.
(
השלימו את הוראות החסרות לבניית העץ. הבנייה תיעשה בשלבים, על-ידי רצף של פעולות בונות. נתחיל בבניית  עץ עלה, שהוא העץ הקטן ביותר שיכול להתקיים. לאחר מכן, נוסיף לעץ שני ילדיו ברמה הבאה וכן הלאה.
•
שלב ראשון לבניית עץ העלה ייראה  כך:
BinNode<int> bt = new BinNode<int>(7);
הוסיפו את ההוראה לבניית עץ העלה ובדקו את מבנה העץ על-ידי הפעולה AddTree. 
•
שלב שני לבניית העץ ברמה הבאה ייראה  כך:
BinNode<int> bt = new BinNode<int>(
new BinNode<int>(5) ,  (
7, 

new BinNode<int>(8) ); (
הוסיפו את שתי הפעולות הבונות החדשות ובדקו את מבנה העץ עכשיו.
(
המשיכו לבנות את העץ בצורה דומה על-ידי הוספת פעולות בונות או ערך null. בכל שלב נוסף עליכם לבדוק את נכונות המבנה.
משימה 1 – חלק ב' (שינוי מבנה של עץ חוליות בינרי)
(
אחרי בניית העץ, הוסיפו לפעולה הראשית קטע קוד, המחליף את שני תת-העצים של העץ הבנוי זה בזה, כמו בתרשים הבא:
	


רמז:
ההחלפה תעשה על-ידי הפעולות   SetLeft,  ו-SetRight.
(
הריצו ובדקו את נכונות הקוד שכתבתם.

משימה 2
	שינוי מבנה של עץ צריך לעשות בזהירות רבה. מבנה כזה חייב לקיים את תנאי ההגדרות של ״עץ בינרי״. קל לקלקל את המבנה, כך שיהפוך למבנה שאינו עץ חוליות בינרי, תוך שימוש בפעולות  SetLeft ו-SetRight.


	בדוגמה שלהלן המבנה, שאינו עץ חוליות בינרי, בצד ימין יתקבל מהעץ מצד שמאל על-ידי 

	ההוראות:
	bt.GetRight().SetLeft(bt.GetLeft().GetRight());

	


(
כתבו סדרת הוראות שמקלקלות את העץ הנתון לפי התרשים הבאה:
	


____________________________________________________
(
רשמו מהו היחס בין מספר הקשתות למספר הצמתים בעץ בינרי חוקי. 
____________________________________________________
משימה 3 (שינוי ערכים של עץ חוליות בינרי)
הפעולה, שאתם צריכים לכתובת, היא פעולה רקורסיבית, שאמורה להחליף את ערכי האחים בעץ בינרי בלי לשנות את מבנהו. הפעולה מחליפה את ערכי האחים בעץ כמו התרשים הבאה: 
	


ניעזר במבנה הרקורסיבי של עץ בינרי. לפניכם ההגדרה הרקורסיבית של עץ בינרי:
•
עץ עלה (שורש ללא ילדים) ‒  המקרה  הפשוט ביותר של העץ. 

או

•
אחת משלושת המקרים הכלליים:

(
שורש   עם שני ילדים ‒ ילד שמאלי וילד ימני, שהם עצים בינריים.
(
שורש רק עם ילד שמאלי, שהוא עץ בינרי. 
(
שורש רק עם ילד ימני, שהוא עץ בינרי.
לפי הגדרה נקבל את התיאור הרקורסיבי להחלפת הערכים בטיפול בכל המקרים האפשריים:
	
	עלה שהוא גם שורש
	

	
	
	

	
	תנאי עצירה:
(
אין ילדים ואין צורך לעשות דבר.
	

	שלושת המקרים הכלליים:
צצ



	שורש עם שני ילדים 

	שורש רק עם ילד שמאלי

	שורש רק עם ילד ימני


	
	
	

	הילדים הם אחים:

(
החלפת ערכי האחים של השורש.

(
החלפת כל האחים בתת-העץ השמאלי.

(
החלפת כל הערכים בתת-העץ הימני.
	לילד השמאלי אין אח:

(
החלפת כל האחים בתת-העץ השמאלי.

	לילד הימני אין אח:

(
החלפת כל  האחים בתת-העץ הימני.


(
לפניכם מימוש הפעולה SwapBrothers. בפעולה חסרות הוראות אחדות. השלימו את ההוראות החסרות לפי התיאור הרקורסיבי. 
static void SwapBrothers(BinNode<int> bt) 

{
הפניה לילד השמאלי של העץ  bt, שהוא שורש תת-העץ השמאלי


// 

BinNode<int> tLeft = bt.GetLeft();

הפניה לילד הימני של העץ bt, שהוא שורש תת-העץ הימני



// 

BinNode<int> tRight = bt.GetRight();

כלל עצירה: עץ bt הוא עץ עלה (העץ הקטן ביותר) 





//
if (tLeft == null && tRight == null)

return;
המקרה הכללי הראשון: שורש עם שני ילדים (שמאלי  וימני)



// 

if (tLeft != null && tRight != null)

{

החלפת ערכי האחים של השורש  bt 








//
_________________
_________________

_________________

כאן יופיע זימון רקורסיבי של הפעולה שמחליפה את ערכי כל האחים 

//
בתת-העץ השמאלי  tLeft 










//
_________________

כאן יופיע זימון רקורסיבי של הפעולה שמחליפה את ערכי כל האחים

//
בתת-העץ הימני  tRight 











//
_________________

return;

}

המקרה הכללי השני: שורש רק עם ילד שמאלי (ואין ילד ימני) 


// 
if (tLeft != null)

{

כאן יופיע זימון רקורסיבי של הפעולה שמחליפה את ערכי כל האחים

//
בתת-העץ השמאלי  tLeft 










//
_________________

return;

}

המקרה הכללי השלישי: שורש רק עם ילד ימני (ואין ילד שמאלי) 


// 
כאן יופיע זימון רקורסיבי של הפעולה שמחליפה את ערכי כל האחים

//
בתת-העץ הימני  tRight











//
_________________
} // SwapBrothers
} // class Program

(
הוסיפו את הפעולה למחלקה הראשית.
(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם על-ידי הזימון שלה בפעולה הראשית.
משימה  4
כתבו פעולה המחזירה את מספר הצמתים בעץ בינרי. נשתמש התיאור הרקורסיבי לספירת הצמתים. לפניכם התיאור הרקורסיבי לספירת הצמתים בעץ בטיפול בכל המקרים האפשריים:
	•
אם עץ עלה, אז מספר הצמתים שיש בו שווה ל-1. 

•
אם לשורש יש שני ילדים, אז  מספר הצמתים:       1 + מספר הצמתים בתת-העץ השמאלי
                                                                                              + מספר הצמתים בתת-העץ הימני 
•
אם לשורש יש רק ילד שמאלי, אז מספר הצמתים: 1 + מספר הצמתים בתת-העץ השמאלי 
•
אם לשורש יש רק ילד ימני, אז  מספר הצמתים:    1 + מספר הצמתים בתת-העץ הימני


(
לפניכם מימוש הפעולה NumNodes, שסופרת את מספר הצמתים בעץ לפי התיאור. בפעולה חסרות הוראות אחדות שעליכם להשלים, כדי שהפעולה תבצע את הנדרש.
static int NumNodes(BinNode<int> bt) {

הפניה לילד השמאלי של העץ  bt, שהוא שורש תת-העץ השמאלי


// 

BinNode<int> tLeft = bt.GetLeft();

הפניה לילד הימני של העץ bt, שהוא שורש תת-העץ הימני



// 

BinNode<int> tRight = bt.GetRight();

כלל עצירה: עץ bt הוא עץ עלה (העץ הקטן ביותר)





//
if (tLeft == null && tRight == null)

return ____________________;

המקרה הכללי הראשון: שורש עם שני ילדים (שמאלי  וימני)



// 

if (tLeft != null && tRight != null)

נספור את הצמתים בתת-העץ השמאלי על-ידי זימון רקורסיבי של הפעולה
//
נספור את הצמתים בתת-העץ הימני על-ידי זימון רקורסיבי של הפעולה
//
נחבר את הערכים המתקבלים ונוסיף 1 עבור השורש של העץ 



//
return 1 + ________________________________________;
המקרה הכללי השני: שורש רק עם ילד שמאלי (ואין ילד ימני)



// 
if (tLeft != null)

נספור את הצמתים בתת-העץ השמאלי על-ידי זימון רקורסיבי של הפעולה
//
לערך המתקבל נוסיף 1 עבור השורש של העץ






//
return 1 + ________________________________________;
המקרה הכללי השלישי: שורש רק עם ילד ימני (ואין ילד שמאלי)


// 
נספור את הצמתים בתת-העץ הימני על-ידי זימון רקורסיבי של הפעולה
//
לערך המתקבל נוסיף 1  עבור השורש של העץ






//
return 1 + ________________________________________;

} // NumNodes
(
הוסיפו את הפעולה   NumNodes למחלקה הראשית וזימונה לפעולה הראשית.
(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם. 
משימה  5 
מטרת המשימה היא לפשט את צורת הכתיבה של הפעולה, שכתבתם במשימה  4, על-ידי צמצום שלושת המקרים הכלליים למקרה אחד בלבד. בכתיבה זו, תנאי העצירה בודק אם הפניה שווה 
ל-null. למרות שבתנאי הזה, אין משמעות למספר הצמתים, ניתן להניח שמספר הצמתים במקרה הזה שווה לאפס.  ההנחה זו אינה סותרת את חישוב מספר הצמתים בעץ במקרה הכללי. 
לפניכם התיאור הרקורסיבי החדש לספירת הצמתים:
	•
אם עץ אינו קיים, מספר הצמתים שיש בו שווה ל-0.
•
אחרת, מספר הצמתים בעץ שווה:
1 + מספר הצמתים בתת-העץ השמאלי
 





                             + מספר הצמתים בתת-העץ הימני 


(
שנו את הפעולה  NumNodes  לפי התיאור החדש.

(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם. 
הערה חשובה:
	  למרות תנאי העצירה, המחזיר את הערך  0,  לא ייתכן שזה יהיה ערך ההחזרה הסופי של הפעולה. החזרת הערך  0  כערך סופי, פירושה שלא שמרנו על ההנחה הסמויה (העץ הקטן ביותר הוא עץ עלה)  והפרמטר שהועבר לפעולה היה שווה  null. 


משימה  6
(
הוסיפו למחלקה הראשית פעולה  NumEvenNodes,  שמקבלת את הפנייה לעץ בינרי של מספרים שלמים ומחזירה את מספר הצמתים המכילים ערך זוגי. תנאי העצירה של הפעולה מתקיים, כאשר ההפניה שווה  ל-null.
(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם.
 
משימה  7
(
הוסיפו למחלקה הראשית פעולה  SumNodes,  שמקבלת את הפנייה לעץ בינרי של מספרים שלמים ומחזירה את סכום ערכי צמתיו. תנאי העצירה של הפעולה מתקיים, כאשר ההפניה שווה  ל-null.
(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם.
 
 (
שנה את הפעולה, כך שתחזיר את סכום ערכי הצמתים המכילים ערך זוגי. עקבו אחר השינויים.
לא תמיד ניתן למצוא ניסוח מתאים לתנאי העצירה, כאשר הפרמטר שהועבר לפעולה שווה  null. 
לדוגמה, בפעולה למציאת ערך מינימלי בעץ בינרי של מספרים שלמים, לא ניתן למצוא ערך מתאים, שצריך להחזיר, כאשר הפרמטר שמועבר לפעולה הוא  null,  ולכן אי-אפשר לפשט את כתיבת הפעולה.
משימה  8
(
הוסיפו למחלקה פעולה  MinValue שמקבלת הפנייה לעץ בינרי של מספרים שלמים ומחזירה את הערך המינימלי בעץ. 
(
הריצו ובדקו את נכונות הפעולה שכתבתם.
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