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                5555פרק פרק פרק פרק 
        יעילותיעילותיעילותיעילות

  

אפשר לפצחו בעזרת , אפשר להניחו על הרצפה ולרקוע עליו. יש יותר מדר אחת לפצח אגוז

בכל הדרכי� נשיג את . ואפשר כמוב� להשתמש במפצח אגוזי�, השיניי� או להיעזר באגוז נוס�

ה� השיטות השונות נבדלות ביני. כל השיטות נכונות, מבחינת התוצאה.  אגוז מפוצח–מטרתנו 

באמצעי� העומדי� לרשותנו , במש הזמ� שהיא דורשת, במאמ! הנדרש מאתנו לביצוע המשימה

)�אנו נעדי� את ). טיפול שיניי� או נעל חדשה במקרי� קיצוניי�(ובעלות הביצוע ) מפצח אגוזי

   .השיטה שתהיה היעילה ביותר עבורנו

כותבי� לפי כניות שאנו והתשו מתכנני� ג� במדעי המחשב אנו רוצי� שהאלגוריתמי� שאנו

מתחשבי� בשני , כניותוכאשר מודדי� יעילות של אלגוריתמי� ות.  יהיו יעילי�האלגוריתמי� אל

�, כלומר מש הזמ� שבו מתבצעת הפעולה, הזמ� הוא זמ� חישוב. זמ� ומקו�: קריטריוני

  . ע הפעולה מתייחס לגודל זיכרו� המחשב שיש להקצות לצור ביצו– המקו� –הקריטריו� השני 

חקר . הבעיות המתעוררות בהערכת אלגוריתמי� לפי שני הקריטריוני� דומות במידה רבה

 � אנו נתרכז .הזמ�קריטריו�  של ההמקו� עוסק בנושאי� דומי� לאלהיעילות של קריטריו

  . מדד הזמ�היעילות של  בחישובי 

תמשי� בה� כעת   שאנו משמחשבי�ה: מהיר בהרבה מהדור הקוד�של מחשבי� כל דור חדש 

 צפוי . מבצעי� מיליוני הוראות בשנייה שהיו קיימי� לפני שני� והמהירי� מאוד יחסית לאל

נשאלת השאלה , לפיכ .ימשי לעלות במהירות בעתיד הנראה לעי�כוח החישוב של מחשבי� ש

� כנית תבצע שניומדוע כדאי לדו� בשאלה א� ת? מדוע יש להתחשב בזמ� הריצה של אלגוריתמי

 של חלקכנית כזו יהיה והרי בכל מקרה מש הריצה של ת? מיליו� הוראות או רק מיליו� אחד

  .שנייה

א המשימות שעליה� למלא , המחשבי� אמנ� מהירי� יותר, ראשית. ה זו מוטעית מיסודהגיש

כשאנו רוצי� לחפש ספר בקטלוג . א� ה� גדלי� במהירותולחישוב וכמויות הנתוני� לעיבוד 

או לבצע חיפוש  144  לקבל מספר טלפו� של מנוי מסוי� במודיעי�,של הספרייההממוחשב 

מדובר . איננו רוצי� לחכות יותר מכמה שניות עד שתינת� תשובה, באינטרנט בעזרת מנוע חיפוש

.  חשיבות מרובה לשימוש באלגורית� יעיל לחיפוש לכ� יש.בחיפוש באוספי נתוני� גדולי� מאוד

וכדי להגיע לתחזיות מדויקות ,  כמויות הנתוני� א� ה� גדולות מאוד,אווירחיזוי מזג לת ובמערכ

 ה במערכות  אלהמהירות. ובנוס� לכ החישובי� מסובכי� ביותר, מגדילי� אות� בהתמדהיותר 

במערכת כזאת דרושי� ? שהרי מה הער של התחזית למחר א� נקבלה רק מחרתיי�, חשובה

ת הגדולות של הנתוני� ולביצוע החישובי� הרבי� אלגוריתמי� יעילי� לעיבוד הכמויו

�וכ� במערכות בקרת מפעלי תעשייה , הנחיית טילי�, ג� במערכות לבקרת טיסה. והמסובכי

. הזמ� הוא גור� מכריע, משחקי מחשבכגו� ) הדורשת משאבי חישוב רבי�(המשתמשות בגרפיקה 

כלומר כמעט , בזמ� אמת,  על כפתורי�כגו� לחיצה, גירויי� חיצוניי�לחייבות להגיב  המערכות אל

  . אחרת הדבר עלול להוביל לתוצאות שליליות וא� קטלניות,מיד
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 פתרונות ויעילות, בעיות. א

  :זו נתבונ� בבעיה הבה, כדי להבי� טוב יותר את חשיבות הדיו� ביעילות

 � את החליט ראש העירייה לקד�, עיר מסוימתעקב שפל חסר תקדי� במספר התיירי� הפוקדי

כנית לקו אוטובוס שיעבור באתרי התיירות המרכזיי� ולש� כ הגה ת. עסקי התיירות בעירו

הסביר לו את מבוקשו וצייד אותו במפת , הוא זימ� למשרדו את מנהל חברת האוטובוסי�. בעיר

  .הכבישי� המחברי� ביניה� ואורכו של כל כביש, צוינו האתרי� החשובי�במפה . העיר

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )אורכי הכבישי� אינ� לפי קנה מידה אחיד. מ"המספרי� מצייני� מרחקי� בק ( העירמפת 

  

: הזו של החברה והטיל עליו את המשימה מתכנתי�מנהל חברת האוטובוסי� כינס את צוות ה

" המסלול צרי לעבור בכל . למצוא את המסלול הקצר ביותר היוצא משער העיר ומסתיי� בועלי

  ".לבדאתר תיירות פע� אחת ב

  

? �  .נסו למצוא שיטה אלגוריתמית לפתרו� הבעיה עבור כל רשימה נתונה של אתרי� ומרחקי

  

בארצות : מהסיבה הבאה, "בעיית הסוכ� הנוסע ": בספרות מדעי המחשבבעיה זו נקראת: הערה

רות של חברות נוסעי� מעיר לעיר כדי לבקר את יגדולה היה מקובל שסוכני מכירה או שה הברית

וחוזר אחרי , עובר דר כל עיר שבה הוא צרי לבקר, סוכ� היה יוצא מעיר מגוריו.  החברהלקוחות

 כזה יהיה מעוניי� סוכ� נוסעש טבעי. לסיבוב נוס�אחריה יוצא למנוחה ו, שבוע או יותר לביתו

  . לקוחותיו כלמסלול הקצר ביותר העובר בי�ב

�שמתחילי� ומסתיימי� , האפשריי�פתרו� אפשרי לבעיה זו הוא מציאת כל המסלולי� , ובכ

. חישוב אורכיה� ומציאת הקצר שבה�, בשער העיר ועוברי� בכל אתר תיירות פע� אחת בלבד

. שהרי מספר המסלולי� האפשריי� במפת העיר לכאורה אינו גדול,  ויעיל פשוטפתרו� זה נראה
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יהיה קצר ית כנוזמ� ריצתה של התאמנ� נראה ש, ממש פתרו� זהכנית מחשב שתוא� נכתוב ת

  .למדי

�לבחירת . שער העיר: הנקודה הראשונה במסלול היא קבועה? כמה מסלולי� כאלה קיימי

. מכיוו� ששער העיר מחובר לכל האתרי� שבעיר, הנקודה השנייה יש לנו חמש אפשרויות שונות

יש לנו לכל היותר ארבע אפשרויות שונות לבחירת הנקודה , לאחר שבחרנו את הנקודה השנייה

כיוו� שלמעשה יכול להיות ,  אפשרויותxאנו מצייני� שיש לנו לכל היותר . וכ� הלאה, השלישית

א� הנקודה , למשל. שהרי יש מקומות שאינ� מקושרי� לאחרי�, שיהיו לנו פחות אפשרויות

, א� כ�. לא נוכל לבחור את פסל ראש העיר כנקודה השלישית, השנייה שנבחרה היא בית האופרה

  .120 = 1⋅2⋅3⋅4⋅5: לי� האפשריי� הוא לכל היותרמספר המסלו

מספר המסלולי� האפשריי� הוא לכל ?  אתרי�nמה יקרה א� נכליל את האלגורית� לעיר שבה 

 אתרי� 11לעיר שבה . נניח שיש לנו מחשב היכול לחשב מיליו� מסלולי� בשנייה. !(n-1)היותר 

זהו מש זמ� . ריי� ולמצוא את הפתרו� שניות לעבור על כל המסלולי� האפש�4יידרשו למחשב כ

יזדקק אותו מחשב ליו� של� כדי ,  אתרי�15שבה , א א� נעבור למפה גדולה רק במעט. סביר

� שני� �3,857יידרשו למחשב כ,  אתרי�20בעיר תיירותית מצויה שבה . למצוא את הפתרו

�  !למציאת הפתרו

מספרי� שוני� של אתרי� ואת מציגה את מספר המסלולי� האפשריי� עבור הטבלה הבאה 

�  :הזמני� הדרושי� לחישוב

  זמ� החישוב  מספר המסלולי�  מספר האתרי�

   מילישניות8 120 6

   שניות�3.5כ 3,628,800  11

  דקות8 �כ  479,001,600  13

   ימי��15כ 1,307,674,368,000 16

   שני��11כ 355,000,000,000,000~ 18

   אל� שני��77,000כ 2,430,000,000,000,000,000~ 21

  

קצר בידינו אלגורית� מנוסחת באופ� ברור וקצר ואמנ� הבעיה  . בעלילסבירמצב זה הוא בלתי 

אפשר לבקר� ו, �14גדול מ עבור עיר שמספר אתריה מש החיפושא , למציאת הפתרו�וברור 

  .לחלוטי� אינו קביל,  ושוני�מסלולי� רבי�ב

  : להל� תמונת מצב עדכנית?תרו� בעיית הסוכ� הנוסעלפ, יעיל יותר, הא� יש אלגורית� אחר

  .הבעיה ו�פתרל יעיל אלגורית� כיו� לא ידוע .1

לרבות מה� שימושי� בכלכלה ש, יש אוס� גדול של בעיות. בעיית הסוכ� הנוסע אינה יחידה .2

אוס� זה כולל בעיות .  עד מאוד יעילי�אינ� שהפתרונות היחידי� הידועי� עבור� ,ובתעשייה

להקצאת מכונות לסוגי� שוני� של , להקצאת שעות הוראה למורי� (נו� לוחות זמני�כגו� תכ
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 עבור, הבעיות אלכל אחת מלפתור כדי . ניהול מלאי והעברת משלוחי�, )ב"עבודה וכיו

ואפילו על ,  באמצעות האלגורית� הטוב ביותר הידוע לנו,קלטי� לא גדולי� במיוחד

ניאל! , ) שייבנו בעתיד הנראה לעי�הוג� באל(� מחשבי� המהירי� ביותר הקיימי� כיוה

  .להמתי� לתשובות שני� רבות

פתרונות יעילי� לכתוב לפיו נית� יהיה , הבעיות אלהימצא פתרו� יעיל לאחת מיכי א� , ידוע .3

  .לכל הבעיות האחרות באוס�

  

כיו� מקובלת הסברה שאי� לבעיות אלה . מוקד מחקר במדעי המחשבהוא ה  זותבעיאוס� 

, ואול� .פתרונות יעילי�למציאת בהתחשב במאמצי� הרבי� שהושקעו וזאת , רונות יעילי�פת

   .לאמונה זו אי� עדיי� הוכחה מדעית

ראינו שיש בעיות שאפשר לפתור במחשב בעזרת אלגוריתמי� פשוטי� למדי שאינ� : לסיכו�

�לקח . רי� יחסית אפילו לקלטי� קצ,בלתי סביריהיה  האלכנית במקרי� והרצת התזמ� . יעילי

עלינו לבדוק את יעילותו ולוודא , ברור הוא שכאשר אנו מתכנני� אלגורית� לפתרו� בעיה כלשהי

רצוי למצוא אלגורית� יעיל , א� לא כ הדבר. כי אפשר לפתור בעזרתו את הבעיה בזמ� סביר

רבי� א במקרי� , )כמו בבעיית הסוכ� הנוסע(לפעמי� לא קל למצוא אלגורית� שכזה . יותר

בהמש הפרק נחדד .  הנבדלי� זה מזה ביעילות�,  לבעיות רבות יש פתרונות שוני�.הדבר אפשרי

�  .  וכ� נדגי� שיטות לשיפור יעילות זו, את הבנתנו לגבי מדידת יעילות של אלגוריתמי

  

  ?אי� מודדי� יעילות. ב

ליכ� להכריע איזה מבי� והיה ע, אילו הציגו בפניכ� שני אלגוריתמי� שוני� לפתרו� בעיה מסוימת

  ?הא� היית� מסתפקי� בתשובה שלפניכ�, השניי� יעיל יותר

 �  . נמדדועבור אותו קלט האלגוריתמי� מומשו במחשב וזמני הריצה שלה

  :להל� התוצאות

  . שניות1.25פתרו� הבעיה נמש  –' אלגורית� א

  . שניות0.34  פתרו� הבעיה נמש –' אלגורית� ב

  ! יעיל יותר'אלגורית� ב: מסקנה

הא� מדידת : למשל. כיוו� שחסרי� לנו פרטי� רבי�, לא נית� להכריע איזה אלגורית� טוב יותר

�הרי ? זמ� הריצה של שני האלגוריתמי� בוצעה על אותו מחשב או על שני מחשבי� שוני

הא� מש הזמ� הוא המדד , ובכלל. מעבדי� בעלי מהירויות שונותמותקני� מחשבי� שוני� ב

נראה שאנו צריכי� להערי את האלגורית� עצמו ללא תלות במחשב שעליו הוא ? י� אותנוהמעני

  . ר!
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  אור� קלט . 1.ב

שעליו אור� הקלט וזו תלויה ב, שעליו לבצע" כמות העבודה"מש הריצה של אלגורית� תלוי ב

� ,אי� ת10אלגורית� שמסכ� איברי מער ירו! זמ� קצר יותר על מער שבו . פועל האלגורית

  . תאי�100ירו! על מער שבו אלגורית� שהבהשוואה לאותו 

אור הקלט , איברי מערשמסכ� באלגורית� . לכל בעיה יש להגדיר את אור הקלט המתאי� לה

אור הקלט יכול להיות מספר האותיות או , טקסטא� אנו רוצי� לחפש מילה 2ְ. הוא גודל המער

אור הקלט הוא מספר הספרות במספרי� , יל מספרי�באלגורית� המכפ. מספר המילי� בטקסט

א . שימו לב כי הנטייה הטבעית היא לחשוב על גודל המספרי� כמדד לקלט. שעלינו להכפיל

  .ולכ� טבעי לקבוע שזמ� ריצתו תלוי במספר הספרות, אלגורית� לחישוב כפל פועל על ספרות

 יעילותו של הפתרו� האלגוריתמי בנוכל לעסוק, לאחר שהגדרנו את אור הקלט המתאי� לבעיה

 ,בה� אי� משמעות לאור הקלטשבבעיות ג� נעסוק בהמש הפרק .  באור הקלטי כתלו,המוצע

  .והפתרונות האלגוריתמיי� מתבצעי� בזמ� קבוע ללא תלות בגור� נוס�

  

  פעולת יסוד . 2.ב

� לנתח את כמות עלינו, ירו!עליו הוא שללא קשר למחשב , כדי לחשב את יעילות האלגורית

 �נגדיר כל אחת מהפעולות הפשוטות . אור קלט המתאי� לבעיהעל העבודה שמבצע האלגורית

 �, )בדיקת תנאי בוליאני, פעולת חישוב, השמה, קלט או פלט של נתו� יחיד: שה�(שמבצע אלגורית

. השונותבלי להתחשב בהבדלי הזמ� הקלי� הקיימי� בי� זמני הריצה של הפעולות , פעולת יסוד�כ

באופ� טכני לחלוטי� נית� לומר שכל פעולה שאינה תלויה באור הקלט אלא אורכת זמ� , למעשה

בעוד כל פעולת יסוד נפרדת אינה תלויה , ברוב המקרי�. לצור החישוב כפעולת יסודתוגדר , קבוע

לות  תאי�א� . הרי כלל פעולות היסוד שמבצע האלגורית� תלוי ממש באור הקלט, באור הקלט

 אנו אומרי� שזמ� הריצה של האלגורית� קבוע לכל אור ,אור הקלטלבי� בי� מספר הפעולות 

  . קלט שהוא

 אור עלנספור בפועל כמה פעולות כאלה מבצע האלגורית� , לאחר שהגדרנו מה� פעולות היסוד

�הוא מדד זה . המספר שיתקבל יהיה מדד טוב להגדרת היעילות של האלגורית�. קלט מסוי

�  . הערכה של מש זמ� הריצה של האלגורית� עבור קלט באור נתו

 כמוב� שאי� הבדל א� אנו מבצעי� את .נדגי� את אופ� חישוב מדד היעילות בעזרת כמה דוגמאות

  .פעולה המיישמת את האלגורית�קוד ההחישוב על אלגורית� מילולי או על 

נחשב באופ� מדויק את . ת פשוטותפעולועל כמה בדוגמאות הבאות נבצע את חישוב היעילות 

� נראה אלגורית� שאינו תלוי באור ,תחילה.  שוני� מבצעי�מספר פעולות היסוד שאלגוריתמי

ולאחר מכ� נחשב את מספר פעולות היסוד שמבצעי� אלגוריתמי� כפונקציה של אור , הקלט שלו

�  . הקלט שלה
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  מינימו� במער� ממוי�: 1דוגמה 

לצור כ . ברצוננו לקבל את הער הקט� ביותר השמור במער.  עולהנתו� מער ממוי� בסדר

  :נתבונ� בפעולה הבאה. עלינו לפנות לאיבר הראשו� השמור במער

public static int GetMinInArray(int[] arr) 

{ 
 return arr[0];     

} 
  

ה בגודלו של מכיוו� שהיא אינה תלוי, כפי שנית� לראות הפעולה מבצעת פעולת יסוד אחת בלבד

ללא צור במעבר על כל איברי המער ובלי , הפעולה פונה ישירות לתא הראשו� במער. המער

  .קשר לגודלו

  

  סכו� איברי� במער� : 2דוגמה 

public static int SumArray(int[] arr) 

{ 

int sum = 0; 

int n = arr.length;  אורך הקלט//         
 
for (int i = 0; i < n; i++) 
   sum = sum + arr[i];  

 

return sum; 

} 

  

  .�n נסמנו ב.אור הקלט בבעיה שלפנינו הוא מספר האיברי� במער

ופעולת יסוד אחת , �forלפני לולאת ה, שזמ� ביצוע� קבוע, הפעולה מבצעת שתי פעולות יסוד

בור מער  פעמי� עn מתבצעת הלולאהכ לפי .הלולאה עצמה עוברת על כל איברי המער. אחריה

ס כל , כלומר). גו� הלולאה(מתבצעת פעולת יסוד אחת , בכל שלב של ביצוע הלולאה. nבגודל 

   .n⋅3+1: הפעולות המתבצעות הוא

הבדיקה א� הגענו : לדייק ולומר שבכל שלב ביצוע של הלולאה מתבצעות עוד שתי פעולות אפשר

יימת ג� פעולה אחת נוספת בעת וא� כ מתק,  השולט על הלולאהiלסו� הלולאה וקידומו של 

  . 4+3n כלומר 3+1+3n: יהיה מספר הפעולות בסיכומו של דבר,  הדייקני�לשיטת. iאתחולו של 

ביטויי� לינאריי� המתארי� את מספר , nקיבלנו א� כ� שני ביטויי� התלויי� באור הקלט 

נראה שההבדל בי�  בהמש. 4+3n, או, n+3: בשתי רמות דיוק, פעולות היסוד שמתבצע בתהלי

  .  כל אחד מהחישובי� מדויק במידה מספקת ומשמעות� זהה,  אינו משמעותיהשתי תוצאות אל

  

   מופיע במער�kהא� המספר : 3דוגמה 

�  . ואנו רוצי� לבדוק א� מספר נתו� מופיע בו, בדוגמה זו נתו� מער ממוי� בסדר עולה של מספרי

 �.  �1אחרת הפעולה מחזירה את הער , מיקומוהפעולה מחזירה את , האיבר נמצא במערא

  .  במער שוני� זה מזההמספרי�לש� פשטות נניח כי 
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  : זו פעולהאפשר לפתור את הבעיה בעזרת 

public static int Search1(int[] arr, int k) 

{   

int n = arr.length;   הקלט //      אור  
 

for (int i = 0; i < n; i++) 

        if (arr[i] == k) 

    return i;  //  הביצוע הופסק ע� החזרת מיקו� המספר במער
 

      return -1; 
}  

  

, המערעל ת עובר הפעולה .�n נסמנו ב.האיברי� במעראור הקלט בבעיה שלפנינו הוא מספר 

 מופסקת והפעולה מחזירה הלולאה, �kא� הער בתא שווה ל. באמצעות לולאה, תא אחרי תא

  . 1- אינו קיי� במער ולכ� מוחזר הער k, א� הלולאה בוצעה בשלמותה. נדקס של התאאת האי

או נמצא בתא ,  במעראינו kנחשב את מספר פעולות היסוד המדויק שהפעולה מבצעת כאשר 

 מכיוו� שבה� הפעולה תבצע את מספר פעולות האנו מתמקדי� בשני מקרי� אל. האחרו� בו

  . היסוד הגדול ביותר

    .iשל  וnשל , אתחול פעולות 2 הלולאה מתבצעות לפני

 הפעולות בכותרת 2): הדייקניתעל פי הגישה ( פעולות יסוד 3בכל ביצוע של גו� הלולאה מתבצעות 

, )�1הגדלת ערכו בומתבצעת ,  עדיי� קט� מאור המערiמתבצעת הבדיקה הא� ער (הלולאה 

  . )kבמער והשוואת הער הנקרא לער של קריאת ערכו של תא (ופעולה נוספת בגו� הלולאה 

  . פעולות3nל ומכיוו� שהלולאה תלויה באור הקלט היא תבצע בס הכ

 יתבצע מתו הלולאה או מחוצה לה א �returnה. return תתבצע פעולת (…)Search1בסו� 

  . רק פע� אחת בלבד במהל כל החיפוש

ג� כא� קיבלנו ביטוי  .3n+3 הוא (…)Search1ס כל פעולות היסוד בזמ� ביצוע הפעולה , א� כ

  .n התלוי באור הקלט לינארי

  

   מופיע בשני מערכי�kהא� מספר : 4דוגמה 

 מופיע kא� " אמת"ומחזירה , k מקבלת שני מערכי� של שלמי� ומספר של� (…)ExistKהפעולה 

�  :  בסעי� הקוד�הגדרנוש (…)�search1במימוש פעולה זו ניעזר ב. אחרת" שקר"ו, בשני המערכי

  

public static bool ExistK(int[] arr1, int[] arr2, int k) 

{   

      int res1 = Search1 (arr1, k); 

      int res2 = Search1 (arr2, k); 

       

      return (res1 != -1 && res2 != -1); 

} 
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� נחשב .�nנסמנו בוכאור הקלט  נקבע גודל זה .בשלב הראשו� נניח ששני המערכי� שווי� בגודל

מוגדר משתנה : מהל ולפני התנאי מתבצע פעמיי� אות. כמה פעולות יסוד מתבצעות בפעולה

  .  על אחד משני המערכי� הנתוני�(…)Search1של� שבו מוצבת תוצאת הזימו� של 

 בה�שהשורות . היא מזמנתשהיא תלויה בפעולה אחרת , "עצמאית"הפעולה אינה . זהו חידוש

כאשר מזמני� את .  אינ� יכולות להיחשב כפעולות יסוד(…)Search1מופיע הזימו� של 

Search1(…)שמספר פעולות היסוד שמבצעת פעולה זו בעצמה    .3n+3הוא ,  יש להתחשב בכ

 ועוד פעולת הצבה (…)Search1 הפעולות של 3n+3 מתבצעות למעשה (…)Search1זימו� של בכל 

   .היא פעולה אחת נוספת, return, פעולת ההחזרה. לות פעו6n+8ס הכול . אחת

 .6n+9:  הוא א� כ�(…)ExistKמספר פעולות היסוד של 

�, כלומר הפעולה מתבצעת על שני אורכי קלט שוני�, נניח ששני המערכי� אינ� שווי� בגודל

  יהיה תלוי א� כ(…)ExistKמספר פעולות היסוד של הפעולה .  בהתאמה�n2ב ו�n1נסמנ� ב

�סכוהבאור הקלט שהוא  n1+n2,   (3n1+3) + (3n2+3) + 2 + 1 = 3(n1+n2) + 9:  ויראה כ

� א�משמעותי  ואי� זה, בהמש נראה שאי� הבדל משמעותי במספר פעולות היסוד בשני המצבי

�  .   מדובר בשני מערכי� שווי� בגודל� או בשניי� שוני

לגורית� המשתמש בפעולות עזר אחרות כאשר מחשבי� את מספר פעולות היסוד של א: הערה

 �לעתי� לא נית� לחשב במדויק . מספר פעולות היסוד שמבצעות פעולות העזרמהו עלינו לדעת ג

 ,את מספר פעולות היסוד המתבצעות מכיוו� שהאלגורית� מזמ� פעולת ממשק שלא אנו כתבנו

ות ומשתמשי� בפעולת בו את� משווי� מחרוזשחשבו על מצב . ואיננו יודעי� מה קורה בתוכה

  .  שמימושה אינו ידוע (…)CompareTo: הממשק

  

 איברי� משותפי� לשני מערכי� : 5דוגמה 

. כל האיברי� במער הראשו� שוני� זה מזה. הפעולה שלפניכ� מקבלת שני מערכי� שגודל� שווה

  וכמה פעמי� ה�,הפעולה תדפיס את כל המספרי� מהמער הראשו� המופיעי� במער השני

נעבור על כל איבר במער הראשו� ונבדוק הא� הוא מופיע במער השני , ש� כל. מופיעי� בו

  :נעיי� בפעולה המבצעת את המשימה.  ונמנה את מספר מופעיו

public static void SharedNums(int[] arr1, int[]arr2)  

{   

      int counter; 

       

      for (int i = 0; i < arr1.length; i++) 

      { 

         counter = 0;         

         for (int j = 0; j < arr2.length; j++) 

            if (arr1[i] == arr2[j])               

                 counter ++; 

         if (counter > 0) 

            Console.WriteLine(arr1[i] + " appears " + 

                                                counter + " times");                                   

      } 

} 
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נסמנו . אור הקלט הוא גודל אחד מהמערכי�. פעולות היסוד שמבצעת הפעולהנחשב את מספר 

   . שווי� בגודל�זכרו ששני המערכי�. �nב

  .counter הגדרת המשתנה – בתחילת הפעולה מתבצעת פעולת יסוד אחת

 נבח� ראשית את הלולאה הפנימית. מקוננותהוא קיומ� של שתי לולאות זו החידוש בדוגמה 

 nהלולאה מתבצעת . מער הראשו� מופיע במער השנישתפקידה למנות כמה פעמי� מספר מה

� מעבר של הלולאה מתבצעת בדיקת תנאי בכל. שתי פעולות יסודבכותרתה מתבצעות , פעמי

  . יקוד� ג� המונה,תנאי זה מתקיי�א� . שהיא פעולת יסוד אחת

  . היותר לכל  פעולות יסוד3nכלומר הלולאה הפנימית תבצע 

וכ� ,  פעולות יסוד2בכותרתה מתבצעות .  פעמי�nג� היא מתבצעת . הלולאה החיצונית תאנבדוק 

,  אתחול שהוא פעולה אחת:בגו� הלולאה יש. )לפני הכניסה ללולאה הפנימית (jאתחולו של 

.  בדיקת תנאי וביצוע הדפסהפעולה בסיסית אחת שהיאועוד פעולות  3nהמבצעת לולאה פנימית 

3n: הוא הלולאה החיצונית  שמבצעת כל פעולות היסודס
2
+5n = 2+2+3n+1)(n.  

�2+3n מבצעת(…)SharedNumsהפעולה , לסיכו
2
+5n הקלט .  פעולות יסוד הפע� מופיע אור

מה נלמד  פרקהבהמש . זהו ביטוי התלוי באור הקלט בריבוע. �1בחזקה הגבוהה מ, בחישוב

   .הדברמשמעות 

  

  גרועי� וממוצעי�, מקרי� טובי�. 3.ב

לעתי� קרובות (יש בדר כלל הרבה , nעבור אור קלט נתו� : עד כה התעלמנו מעובדה חשובה

� אינו שווה הומספר פעולות היסוד שתבצע פעולה על קלטי� אל, קלטי� אפשריי�) סו��אי

� עליהשמספר פעולות היסוד המתבצע , אורהבאותו , בדר כלל קיימי� קלטי� שוני�. בהכרח

ונבח� את פעילותה עבור מערכי� שוני� ,  שהצגנו קוד�(…)Search1נחזור לפעולה . שונה מאוד

המספר מופיע אחרו� שאנו החלטנו לחשב את מספר פעולות היסוד המתבצעות במקרה . nבגודל 

המספר שאנו מה יקרה א� , אבל.  פעולות3n+3 יתבצעו הבמקרי� אל. מופיע כלל במעראינו או 

  פעולות יסוד4במחיר של , חיפוש יחידרק צעד  נבצע אז? � הראשובמקו�, ופיע במערמחפשי� מ

מקרה הגרוע מתאר את מספר פעולות היסוד המתבצעות ב 3n+3 הביטוי, לי� אחרותיבמ .בלבד

    .פחות פעולות יסודכל מקרה אחר נבצע ב, ביותר

כתלות באור , רית� מסוי�יש שתי גישות אפשריות לחישוב מספר פעולות היסוד שמבצע אלגו

או חישוב מספר� לפי , )worst case (המקרה הגרוע ביותרלפי חישוב מספר הפעולות : הקלט

  .  )average case( המקרה הממוצע

מתו הנחה שזמ� ריצה של אלגורית� , נמנה את עיקרי היתרונות והחסרונות של שתי הגישות

  :עביחס ישר למספר פעולות היסוד שהוא מבצעומד 

, ביו�) וא� יותר(מאות ואלפי פעמי� , כאשר יש לפתור בעיה מסוימת במערכת פעמי� רבות )1

בזמ� (המחיר הממוצע של פעולה הפותרת את הבעיה נות� לנו מושג טוב על המחיר הכולל 

סביר שנעדי� פעולה שזמ� , במקרה כזה. שאנו משלמי� בכל יו� עבור פתרו� הבעיה) ריצה
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אפילו א� היחס בי� , על פני פעולה אחרת שזמ� ריצתה הממוצע גבוה, ריצתה הממוצע נמו

הגרוע שלה� הפובמקרה זמני הריצה . 

יש למצוא מהו הממוצע של זמני , לחשב את זמ� הריצה של האלגורית� במקרה הממוצעכדי  )2

 קשה הרבה הוא  זה חישובלעתי� קרובות . nהריצה על פני כל הקלטי� האפשריי� באור

 . הגרוע ביותר הריצה במקרה מחישוב זמ�וע  לביציותר

הרצה אחת של לא נוכל להסיק דבר באשר ל ,הממוצעבמקרה זמ� הריצה  ג� א� נדע מהו )3

 שהוא יהיה גבוה יותר במידה יתכ�י ,יתכ� שזמ� זה יהיה נמו מהזמ� הממוצעי. הפעולה

התנהגות , ובהבמערכות שבה� תגובה תו פרק זמ� קצר היא חש. משמעותית מהזמ� הממוצע

. הדבר דומה למדידת הגובה של תלמידי� בכיתה מסוימת. לא צפויה מעי� זו היא בעייתית

הא� נוכל להסיק מכ משהו על גובהו של דני הלומד ',  מ1.65הממוצע הוא  א� נדע שהגובה

',  מ1.80א� נדע שהתלמיד הגבוה ביותר בכיתה מתנשא לגובה של , לעומת זאת? בכיתה זו

מקרה הגרוע במדידת זמ� הריצה  .' מ1.80על אינו עולה גיד בוודאות כי גובהו של דני נוכל לה

  .על כל קלט, מספקת הערכה שנית� לסמו עליה בכל ריצה

דהיינו לזמ� הריצה , לחישוב פעולות היסוד המתבצעות במקרה הגרוע ביותרתייחס רק נ הזבפרק 

  .הארו ביותר

  ? ליעילותמדד טוב וזההא� . הטוב ביותרבמקרה ריצה הזמ� ג� את אפשר להגדיר  ?

  

  ? אי מודדי� יעילות: בסיכו� סעי� זה אנו יכולי� לענות על השאלה שהצגנו בפתחו: סיכו�

הוא פונקציה של , במקרה הגרוע ביותר, ריצתובמהל אלגורית� מבצע ש פעולות היסודמספר 

 מדד ליעילותומשמשת כ ,ל האלגורית�שפונקציית זמ� הריצה הנקראת  ,פונקציה זו. אור הקלט

�  . �f(n) נסמ� את הפונקציה ב.של האלגורית

�אר ריצתו של אלגורית� יא אפשר בקלות להערי כמה זמ� ת, מדד זה אינו תלוי במחשב מסוי

�מש זמ� ונכפיל ,  על מחשב זהפעולת יסודנערי מהו מש הביצוע של , לצור זה. על מחשב נתו

  ).שהיא כאמור מספר פעולות היסוד שהפעולה מבצעת(מ� הריצה ית זיפונקצבזה 

  .ת זמ� הריצה כדי להערי את יעילות� של אלגוריתמי�יבהמש הפרק נשתמש במדד של פונקצי

  

  שיפור יעילות של אלגורית�. ג

 יעילותו של הא� אפשר לשפר את.  זמ� ריצה של אלגורית� מתארת את יעילותופונקציית

   ?להקטי� את מספר פעולות היסוד שהוא מבצעאלגורית� כלומר 

. לשיפור יעילות של אלגורית�דרכי� נשתמש בבעיית החיפוש שהצגנו לעיל כדי להציג שתי 

  . והאחרת תציג שיפור משמעותי יותר,הראשונה תציג שיפור קל ולא משמעותי
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  שיפור יעילות בקבוע . 1.ג

� מופיע במער ממוי� בסדר עולה הבודקת הא� מספר נתו(…)Search1נחזור לפעולה  . �האיבר א

לש� פשטות . �1אחרת הפעולה מחזירה את הער , הפעולה מחזירה את מיקומו, נמצא במער

  : במער שוני� זה מזההמספרי�נניח כי 

public static int Search1(int[] arr, int k) 

{   

int n = arr.length;   

for (int i = 0; i < n; i++) 

{  
if (arr[i] == k) 

   return i;   

} 

      return -1; 
} 

  

, אור הקלטמסמ� את  3n+3. n: ית זמ� הריצה של הפעולה היא יהראינו כי במקרה הגרוע פונקצ

  .שהוא למעשה גודל המער

ית זמ� הריצה יפונקצכ . �arr.lengthבלהשתמש בכותרת הלולאה  וnנית� לוותר על האתחול של 

  . 3n+2: ותהיה, חתתרד בפעולה א

   ?הא� נית� לחסו יותר

מכיוו� שהיא עיקר , האחת בודקת הא� מצאנו את האיבר: בתו הלולאה מתבצעות שלוש פעולות

 וג� עליה לא נוכל , לאור המערiפעולה נוספת היא קידומו של . העניי� לא נוכל לוותר עליה

ולה הבודקת הא� חרגנו מגבולות נתמקד בפע.  שכ� עלינו להתקד� על פני כל המער,לוותר

   . וננסה לחסו אותה)i<n(המער

�נחזיר את , א� כ�. לש� כ נתחיל בבדיקה הא� הער שאנו מחפשי� נמצא בתא האחרו

, נכניס את המספר שאותו אנו מחפשי�, א� לא. ונסיי� מיד את הבדיקה, האינדקס של תא זה

בסו� הפעולה נבצע שוב את  (tempתנה לתא האחרו� במער ונשמור את הער שהיה ש� במש

  ).כ שהערכי� במער יישארו כשהיו, ההחלפה

לוותר על הבדיקה הא� עומדי� לחרוג מגבולות  זו אנו יכולי�" מלאכותית"לאחר הכנסה 

א� האינדקס שיוחזר כשיימצא  ".�k הא� הער בתא הנוכחי שווה ל" ולהסתפק בבדיקה ,המער

 הרי משמעות הדבר היא שהער לא היה קיי� ,  של התא האחרו� יהיה האינדקס–הער במער

הרי הפעולה תמצא אותו לפני שתגיע לתא האחרו� והיא תחזיר , א� הער קיי� במער. במער

  .  את האינדקס שלו

  . משמעותיחיסכו� זה נראה  . פעולות�nמשמעה חסכו� ב, i < n הורדת הפעולה
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� זהנעקוב אחר הפעולה הבאה המציגה פתרו:  

public static int Search2(int[] arr, int k) 

{ 

int temp = arr[arr.length-1]; 

 

if (temp == k) 

      return arr.length-1; 

arr[arr.length-1] = k;  // המספר שמחפשים יוכנס לתא האחרון   

int i=0; 

 

while(arr[i] != k) 

      i++; 

 

      arr[arr.length-1] = temp;   

 

if(i == arr.length-1) 

return -1; 

      else  

            return i; 

} 

 אינו �kבמקרה ש(נבדוק את מספר פעולות היסוד שמבצעת פעולה זו במקרה הגרוע ביותר 

.  פעולות2n וא� כ במהל ביצוע הלולאה יתבצעו ,2מספר פעולות היסוד בלולאה הוא ). במער

ו� שג� א� המספר וכי, לא נעסוק בפרטי הספירה (�7רי הלולאה הוא כמספר הפעולות לפני ואח

...)  נסביר זאת עוד מעט, וכפי שהבטחנו, זה לא ישפיע על הטיעו� שאנו עומדי� להציג, 10 או 8הוא 

�הצלחנו להקטי� את מספר הפעולות . 2n+7: בס הכול מספר פעולות היסוד הוא כ, א� כ

א המחיר של האלגורית� המתוחכ� יותר הוא הגדלת מספר , �2 ל�3המתבצעות בגו� הלולאה מ

שתי פונקציות זמ� הריצה ה� ביטויי� לינאריי� . �7 ל�3הפעולות המתבצעות מחו! ללולאה מ

  . nהתלויי� באור הקלט 

כדי לענות על שאלה זו נבח� את פונקציות זמ� הריצה של ? הא� שיפרנו את האלגורית� המקורי

  :ש על אורכי קלט שוני�שתי פעולות החיפו

   אור� הקלט
   

 הזמ� ריצית יפונקצ
  :Search1של 

 3n+3       

  ה זמ� ריצית יפונקצ
 :Search2של  

2n+7  

היחס המקורב בי� 
  זמני הריצהפונקציות 

1 6  9  1.5 

3 12 13  1.08 

5  18 17  0.94  

10  33  27  0.81 

100 303 207 0.68 

1,000 3,003 2,007 2/3 

30,000  90,003 60,007 2/3 

3,000,000 9,000,003 6,000,007 2/3 
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, או יותר 5 לכל המערכי� שאורכ� .פעולה השנייה השתל�ל המהטבלה נראה כי התחכו� ש 

 �33%הפעולה החדשה מורידה כ, �100מהגדול   nועבור, הפעולה השנייה יעילה יותר מ� הראשונה

 על ידי שתי הנעשותבי� מספרי הפעולות  היחס .(…)�Search1שנעשו ב ממספר פעולות היסוד

שתי  בn  שליחס בי� המקדמי�שווה למנה זו  .2/3למנה ) בקירוב גבוה מאוד(שווה  הפעולות

� נובע מכ שהיא מבצעת (…)Search2 של הפעולה יתרונה. פונקציות זמ� הריצה שאנו משווי

עות מספר פעמי� כאור שכ� הפעולות שבגו� הלולאה מבוצ, פחות פעולות יסוד בגו� הלולאה

  .אחת פע�  מבוצעות ללולאהחו!מ שהואילו אל, המער

הגור� המשמעותי לקביעת יעילות של אלגורית� הוא : מסקנה חשובהעולה  מהטבלה ,בנוס�

 ולכ� ,הקבועי� השוני� ה� חסרי משמעות כאשר עוסקי� באורכי קלט גדולי�. אור הקלט בלבד

   .nאלא רק במקדמי� של ,  בהשוואת יעילות� של אלגוריתמי�דיו�עת הה� באי� צור להתחשב ב

�שיפור כזה ביעילות נקרא . הצלחנו לשפר את יעילות האלגורית� בעזרת שינוי קל באלגורית

כאשר , הפעולותי תהריצה של ששכ� היחס בי� זמני , )improvement by factor (שיפור בקבוע

הול , מדגימה כיצד ככל שגדל אור הקלטשלעיל הטבלה . הוא בקירוב קבוע, אור הקלט גדול

  . 2/3ב לקבוע היחס בי� זמני הריצה ומתקר

5: היא'  זמ� הריצה של פעולה אפונקצייתא� : הערה
.
n+64 היא'  וזו של פעולה ב

.
n+100,000 אזי 

  nאול� יש תחו� לא זניח של ערכי ', עדיפה על פעולה א'  מספיק גדול פעולה ב nנכו� כי עבור 

במקרה כזה יתכ� שנרצה להשתמש בכל אחת . עדיפה' שבו פעולה א) �99,994 הקט� מ nלכל(

שבה� הקבועי� כה גדולי� עד שלא נית� , המקרי� כאל. מהפעולות בתחו� בו היא עדיפה

�  . כללהמקרי� כאלנעסוק ב לאיחידת לימוד זו בו, נדירי�, להתעל� מה

 רעיו� – לפעמי� גישה אחרת לפתרו� הבעיה ,ה מידאבל כפי שנרא, שיפור בקבוע הוא אמנ� חשוב

  . יכולה להוביל לשיפור ניכר יותר–אלגוריתמי שונה 

  

    יעילות משמעותי יותר שיפור.2.ג

 ,(…)�Search2 ו(…)Search1, הפעולות שהצגנוי תש.  מספר במערחיפושה של נחזור לדוגמ

ומשווי� את , לפי סדר, כל תאי המערלפיו עוברי� על ש,  למעשה אותו רעיו� אלגוריתמיותמממש

 העובדה ששתי ).sequential search (חיפוש סדרתירעיו� זה נקרא . הער שבתא לער המבוקש

בשני הפתרונות  .שלשתיה� אותה יעילות לינאריתבכ הפעולות מבצעות חיפוש סדרתי מתבטאת 

לסייע במציאת  היכול� ממויהמער העובדה שהא� . התעלמנו מהיות המער ממוי� בסדר עולה

  ? פתרו� יעיל יותר מחיפוש סדרתי

להפסיק את יהיה נית� לעתי� קרובות  שאממוי� הימער התייעלות היחידה שתושג מכ שהה

פסיק את נית� לה,  שנתו� שהמער ממוי� בסדר עולהמכיוו�. החיפוש לפני שמגיעי� לסו� המער

יעילות הלמרות שיפור זה . מחפשי� שאנו מהמספרגדול  במספר במער י�החיפוש כאשר נתקל

  .לינאריתתישאר 

  ?בשל העובדה שהמער ממוי�, מקרה הגרוע ביותרחישוב היעילות עבור ההא� יש שינוי ב ?
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 אנו מעונייני� לשנות את הגישה האלגוריתמית כ שתנצל את העובדה שהאיברי� במער

�אי� .  כיצד אנו מחפשי� בספר טלפוני�ניזכר.  ותציע שיפור משמעותי לבעיית החיפוש,ממויני

 �וכמה ,  הא� תוכלו לדמיי� כמה זמ� ייקח חיפוש כזה–אנו מבצעי� חיפוש סדרתי בספר הטלפו

 ממוי�אנו משתמשי� בשיטה המנצלת את העובדה שספר הטלפוני� , במקו� זאת? משעמ� יהיה

  .   ביתיפ השמות בו מופיעי� בסדר אל–

  

  חיפוש בינרי. 1.2.ג

, חוצי� את הספר לשניי�, בשלב הראשו�: וש בספר טלפוני� מתבצע על פי שיטת החצייההחיפ

 �מחליטי� באיזה צד , א� לא. לער שבאמצע הספר ובודקי� א� מצאנו את מבוקשנומגיעי

ממשיכי�  בכל שלב . חוזרי� וחוצי� את מחצית הספר הנותרת וכ הלאה, להמשי בחיפוש

  . ושנותרמהערכי� מחצית ל רק עלמעשה את תהלי החיפוש 

ואותו . "חיפוש בינרי"נקרא , המנצל את העובדה שספר הטלפוני� ממוי�, חיפוש בשיטת החצייה

 �  :לממש פעולת חיפוש יעילה יותרכדי  זה ננצל רעיו� אלגוריתמי. בלימודיכ� הקודמי�הכרת

public static int BinSearch(int[] arr, int k) 

{ 

 int left = 0; 

 int right = arr.length-1; 

  

 while (left <= right) 

 { 

  int mid = (left + right)/2; 

  if (arr[mid] == k) 

   return mid; 

  if (k < arr[mid]) 

   right = mid -1; 

  else 

   left = mid + 1; 

 } 

 return -1; 

} 

  

    חישוב זמ� הריצה של חיפוש בינרי. 2.2.ג

פרט ללולאה הכלולה בקוד מתבצעות שלוש . �nנסמנו ב. ודל המער המתקבלאור הקלט הוא ג

  ).שתיי� לפני הלולאה ואחת אחריה(פעולות יסוד 

 leftהלולאה ממשיכה כל עוד .  ונבדוק כמה פעמי� לולאה זו מתבצעת�whileנתמקד בלולאת ה

 תנאי הסיו� של .כלומר כל עוד יש במער המצטמצ� תאי� לחיפוש,  או שווה לו�rightקט� מ

 � �leftכש, למעשה(הלולאה הוא צמצו� גודלו של המער העומד לחיפוש כ שלא יכלול עוד תאי

 nנחשב כמה פעמי� נית� לחלק את . טווח החיפוש מצטמצ� כל פע� בחצי). �rightיהיה גדול מ

�א בדיוק לש� פשטות נניח שגודל המער הו. עד לקיו� תנאי העצירה של הלולאה, המקורי לשניי

  :2חזקה של 
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 �/ 1 =  : אשר יקיי�kאנו מחפשי / / / /....../22 2 2 2

 �k  פעמי
1 2444 3444n  

) 1 =  :או ....... )2 2 2 2 2⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

�k  פעמי
1 244 344n/  

⋅ n =  :נעביר אגפי� ונקבל ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅2 2 2 2 2........

�k  פעמי
1 2444 34441  

2  :   כלומר
k
 = n  

�  k = log2n  :ומכא

  

kזהו , למעשה.  הוא מספר החלוקות המקסימלי שיידרש כדי להגיע בוודאות לתשובה מוחלטת

  .  תבצע במקרה הגרוע ביותר�whileמספר האיטרציות שלולאת ה

עבור מער בגודל .  פע��20 תתבצע כ�while לולאת ה,n=1,000,000במער שגודלו , לדוגמה

 הגענו לפי הנוסחה 30למספר .  פע��30  תתבצע כ�whileלולאת ה) מיליארד (1,000,000,000

  :שקיבלנו לעיל

k = log2n: 

k = log21,000,000,000 ≅ 30 

�אזי בס ,  פעולות יסוד�5כ איטרציות ובתוכה מתבצעות log2n מבצעת �whileלולאת ה, א� כ

בתוספת הפעולות שמחו! ללולאה נקבל .  פעולות יסודlog2n5הכול נאמר שהלולאה כולה מבצעת 

 פונקציה כלומר היא, log2n5+3 היא (...)binSearchית זמ� הריצה של הפעולה ישפונקצ

   .לוגריתמית

  :חיפוש בינרי וחיפוש סדרתיהטבלה הבאה משווה את פונקציות זמני הריצה של 

אור� 
  הקלט

  זמ� ריצהית יפונקצ

  :Search2 של

2n+7 

  ה זמ� ריצת יפונקצי
  : BinSearchשל 

log2n+35  

היחס המקורב בי� 
  זמני הריצהפונקציות 

10 27 20 0.741 

100  207 36  0.174  

1,000  2,007 53  0.026 

10,000 20,007  69 0.0034  

100,000 200,007  86  0.00043  

�  0.000051  103  2,000,007  מיליו

  7.6 * 10�8 152  2,000,000,007  מיליארד

�החיפוש הבינרי יעיל בצורה : מהטבלה נית� לאשר באופ� פורמלי את מה שאת� יודעי� מזמ

כלומר החיפוש הבינרי מציע שיפור גדול .  כלשהועבור מער בגודל, משמעותית מהחיפוש הסדרתי

היחס בי� זמני הריצה של . ככל שהמערכי� יגדלו השיפור יהיה משמעותי יותר. לבעיית החיפוש
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יחס זה השוו (ככל שאור הקלט גדל ) ובת החיפוש הבינרילט(לגוריתמי� הול ומשתפר הא

  ).  זמני הריצה קבועש� היחס בי�, לשיפור בקבוע

  

     סדר גודל–של יעילות רכה כללית הע. ד

דורשי� במקרה הגרוע  מספר במער ממוי�המשופר לחיפוש האלגורית� האלגורית� הפשוט ו

נקבל , ככל שננסה לדקדק בחישוב זמ� הריצה.  הוא אור הקלטnכאשר ,  צעדי חיפושnביצוע של 

 �b וaאשר בה , נאריתהידועה בש� פונקציה לי, f(n) = an+bבסופו של דבר פונקציה מהצורה 

�לכ� נאמר .  גדול מספיקnהיחס בי� כל שתי פונקציות מסוג זה יהיה קבוע עבור . קבועי� כלשה

 כיוו� שהפונקציה .סדר גודל לינארי ה� מהכי פונקציות זמני הריצה של אלגוריתמי� אל

�  לינארי בסימויעילות מסדר גודלנהוג לסמ� , f(n)=nביותר היא הלינארית הפשוטה O(n) ,קרי :

שיש מתכווני� לכ אנו  O(n)א מרנו שסדר הגודל של יעילות של פעולה הוו בא".nגדול של �או"

  . התור� למדד זה ואי� שו� גור� משמעותי אחר,תלות ישירה בי� אור הקלט ליעילות הפעולה

לות שכאשר פונקציות זמ� הריצה של פעולהראות , כא� אנו ממלאי� את הבטחתנו מראשית הפרק

�אי� הבדל ביעילות� של ,  במילי� אחרות.�אי� הבדל משמעותי בי� יעילות דומות במבנה שלה

 שהוא ,n ושונות רק בגודל הקבועי� או בגורמי� הכופלי� את �n בתלות שלה� בפעולות הדומות

  , n+3 טענו שאי� הבדל בי� הפונקציות – מציאת סכו� איברי� במער – 2בדוגמה . אור הקלט

 מופיע בשני k כאשר בדקנו א� –דוגמה הרביעית ב. יעילותהשתיה� מציגות אותה ש ו,)4+3n(� ו

 � המתייחסת 12 + (n1+n2)3 טענו שאי� הבדל משמעותי בי� הפונקציה המדויקת –מערכי� נתוני

בטענה זו כבר רמזנו . 6n+12במדויק לשני מערכי� באורכי� שוני� לבי� הפונקציה הכללית יותר 

הנות� משמעות רק לתלות באור הקלט ומצמצ� את משמעות הקבועי� , "דר גודלס"למושג 

  .�nי� לוהנלו

של  דקי� מהבדלי�" תעל�נ"בסיווג ראשוני של זמני ריצה של אלגוריתמי� נאמר באופ� כללי ש

 � "סדר גודל"שלה נקרא , קבצ� יחד תחת קורת גג אחתנבי� פונקציות של זמ� ריצה וקבועי

 כי שתי פונקציות זמ� ריצה ה� מאותו סדר  אנו אומרי�.ות באור הקלט בלבדושתשק� את התל

  .  מספיק גדולnא� היחס בי� ערכיה� מתקרב ליחס קבוע עבור , גודל

   .ונעמוד עליה� בהמש, קיימות כמה משפחות שימושיות של סדרי גודל

f(n) = nהא� הפונקציה . א ?
 ? היא מסדר גודל לינארי2

f(n) = nות הא� הפונקצי. ב
2
g(n) = n �  ו100/

2
  ?ה� מאותו סדר גודל10/

�O(nהמסומ� ב, סדר גודל ריבועינית� להגדיר ג� , בדומה לסדר גודל לינארי
2
זוהי משפחת כל . (

f(n)=n, הפונקציות שהיחס ביניה� לבי� הפונקציה הריבועית הפשוטה ביותר
 n הוא קבוע עבור, 2

,  זמ� הריצה של אלגורית� היא מסדר גודל ריבועיתפונקצייכשאנו אומרי� ש. גדול מספיק

nפונקציה זו יכולה להיות 
2 ,5n

2
+6 ,5n

2
+100n+65,000 אוn

2  . �ג� א� זמ� ריצתו של האלגורית

nהוא רק חלק מ
2
nלמשל , -

2
O(nעדיי� נאמר שזמ� הריצה שלו הוא , 6/

2
 כוללי� את כל אנו. (
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אנו מגדירי� את המשפחה על פי . ועי�תו התעלמות מקב, הפונקציות האלה במשפחה אחת

�nהתלות המשמעותית ביותר באור הקלט וזו כמוב� תהיה התלות ב
2 .  

nהא� ייתכ� שנשכ� אלגורית� שזמ� ריצתו : רעיו� זה נראה אבסורדי במקצת
2 � ואלגורית� שזמ

 ?  תחת קורת גג אחתn2/100ריצתו 

 הוא סדר הגודל, ו לזמני ריצה לינאריי� זמני ריצה אל מבהיר כי כאשר אנו משווי�הבאאיור ה

א� על פי שהמקד� של , כ.  גדול מספיק הקבועי� הופכי� לחסרי משמעותnוכי עבור , המכריע

 קט� פי (1/100ואילו המקד� של הפונקציה הריבועית הוא , 100הפונקציה הלינארית באיור הוא 

 היחס. ל מער הפונקציה הלינארית מסוי� ער הפונקציה הריבועית גדו�nבהרי שהחל , )10,000

  .nככל שגדל ערכו של , בי� שתי הפונקציות הול וגדל ג� הוא

 �הא� נעדי� תמיד , ממשפחות שונות של סדרי גודלא� לפתרו� בעיה נתוני� לנו שני אלגוריתמי

 המציג פונקציות זמני ריצה  הבאהתבוננו באיור? סדר גודל היעילות הנמואת האלגורית� בעל 

   :גודל לינארי וריבועיסדר מ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

100n>n:  אכ� מתקיי�n>10,000עבור 
2
100n<n : מתקיי� ההפn<10,000אבל עבור , 100/

2
/100 .

נעדי� , 10,000שא� נדע שאורכי הקלטי� הצפויי� ה� לכל היותר , בשל כ אפשר לומר

nאלגורית� שזמ� ריצתו 
2
כלומר , �100n גדולה יותר מו ת זמ� הריצה שליפונקציא� על פי ש, 100/

א� ידוע לנו כי חלק ניכר מהקלטי� הצפויי� יהיו ארוכי� . פחות טובה, שיעילותו באופ� כללי

  . נעדי� את האלגורית� הלינארי, -10,000מ

ת זמ� הריצה יהכרנו ג� את פונקצי, הלינארית והריבועית, לפונקציות זמ� הריצה הקבועהבנוס� 

 ומסומנת       סדר גודל לוגריתמיפונקציה זו היא מ. ת החיפוש הבינריהלוגריתמית המאפיינת א

   .�O(log n)ב

 

n2/100 : פונקציה ריבועית 

100⋅n   : פונקציה לינארית 
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שאינה , לסיו� הדיו� במושג סדר גודל נציי� כי נהוג לסמ� את סדר הגודל של פונקציה קבועה

  .�O(1)ב, )באלגורית� תבסיסיפעולה  של הכגו� מש ביצוע(תלויה באור הקלט 

ולכ� ,  עבור לוגריתמי�2רק בבסיס ) כמעט(אלגוריתמי� משתמשי� בדיוני� ביעילות של : הערה

  .  להשמיט את בסיס הלוגרית�כלומר, log nב מקובל לכתו

� ולרוב לא נזדקק ,בהמש הפרק נשתמש בסדרי גודל כדי להערי את יעילות� של אלגוריתמי

  . ית זמ� ריצה מדויקתילחישוב פונקצ

  

  צעד בסיסי. 1.ד

�  של צור לספור במדויק כל פעולה בסיסית ודי להתרכז בסדר הגודללאחר שהסכמנו שאי

�כל אלגורית� ב. יקל עלינו בניתוח אלגוריתמי�לעתי� נוכל להגדיר מושג נוס� ש, האלגורית

 שעליו חוזר האלגורית� צעד בסיסיהמשמשות יחד  בסיסיות אפשר למצוא פעולה או כמה פעולות

 אינו תלוי ,כמו מש ביצועה של פעולה בסיסית, סיסי זהמש ביצועו של צעד ב. במהל ריצתו

אלגורית� המסכ� איברי מער חוזר כמה , כ למשל. זמ� קבועמש נכלומר הוא , באור הקלט

אלגורית� שבודק הא� מספר ". האיבר הבא במער לסכו� המצטברהוס� את : "פעמי� על הצעד

xהמספר : "הצעד יחזור על,  הוא ראשוני �אלגורית� המכפיל שני ". x מחלק את yבדוק הא

לעומת . הכפלת שתי ספרות וחיבור שתי ספרות: צעדי� בסיסיי� מספרי� מבצע שני סוגי� של

שכ� מש ביצועה תלוי באור , אינה צעד בסיסי" A נמצא במער xמצא הא� איבר "זאת הפעולה 

  .בגודל המערכלומר , הקלט

על צעד בסיסי ולחשב כמה פעמי� האלגורית� מבצע את יותר להצביע נוח לעתי� קרובות יהיה 

מספר .  מאשר לחשב במדויק את מספר הפעולות הבסיסיות המתבצעות באלגורית�,הצעד כולו

שמש יכול להפעמי� שהאלגורית� מבצע את הצעד הבסיסי במהל ריצתו תלוי באור הקלט ו

  . מדד טוב ליעילותו

  

  ה נוספת  דוגמ–שיפור יעילות בסדר גודל . 2.ד

הצור במיו� יעיל . נבח� שני אלגוריתמי� למיו� מעריעילות בסדר גודל כדוגמה נוספת לשיפור 

�באחד הסעיפי� הקודמי� הוצג , למשל, כ. עולה במגוו� רחב ביותר של שימושי� במחשבי

לא נית� להפעיל את , � ממויואינהמער א� . של מספר במער ממוי�אלגורית� לחיפוש בינרי 

  . אלגורית� ולשפר את זמ� הריצהאפיי� את המידע הה

שבו כאשר ברצוננו למיי� מער . האיברי� המאוחסני� במער אינ� בהכרח מספרי�, כפי שראינו

צרי להיות ער המפתח .  ימוי� המערמפתחעלינו להחליט תחילה לפי איזה , מידע מורכב שמור

במאגר . פוני� המפתח הוא ש� המשתמשבספר טל. ערכיו ניתני� לסידורששמור במער והמ

�, כפי שכבר הנחנו קוד�, אנו נניח כא�, לש� הפשטות. תהמפתח הוא מספר הזהו, משרד הפני

   .שוני� זה מזה שאותו אנו מעונייני� למיי�,  של מספרי�nשנתו� לנו מער באור
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  בועות מיו�. 1.2.ד

 �המוכר לכ� מלימודיכ�  ,)bubble sort(בועות  מיו�הוא האלגורית� האלגורית� הראשו� שנבח

�" מבעבע"בכל מעבר האיבר הגדול ביותר ו, מעברי� על המער המיו� מתבסס על סדרת .הקודמי

  .שטח המיו� לכל שלב הול ומצטמצ�. לסו� המער

  :בועות מיו�לפניכ� הפעולה המבצעת 

public static void BubbleSort(int[] arr) 

{ 

     for (int i = 1; i <= arr.length-1; i++)  

        { 
             for (int j = 0; j < arr.length-i; j++)  
             { 
                 if (arr[j] > arr[j+1]) 

                 { 

int temp = arr[j]; 

arr[j] = arr[j+1]; 

arr[j+1] = temp; 
                 } 
              } 
        } 
} 

  

כפי שנית� לראות הפעולה מורכבת משתי . (…)BubbleSortחשב את סדר הגודל של הפעולה נ

O(n ולכ� סדר הגודל של הפעולה יהיה ,תלויות באור הקלטה לולאות מקוננות
2
) .  

 �הא� יש , נשאלת השאלה. ריבועימסדר גודל ישנ� אלגוריתמי� נוספי� למיו� מער שה

�  ? יותראלגוריתמי� יעילי

  

   מיזוג מיו�. 2.2.ד

וניזכר , כ שנמצא אלגורית� יעיל יותר, נחשוב על גישה שונה לפתרו� הבעיה של מיו� מער

 � וחלקכדי למיי� מער נית� ל". יסודות"הכרת� ביחידת הלימוד שבתהלי המיזוג של מערכי

מזג בי� מכ� ללאחר ו, כל אחד מה�למיי� , מערכי� שווי� פחות או יותר בגודל��לשני תת

�  .המערכי� הממויני

, למשל, שתמשלה פשרא? המערמהי דר המיו� שנשתמש בה כדי למיי� את שני חלקי 

� אול� ניתוח פשוט יראה כי לא נשיג שיפור ,בועות שהכרנו בסעי� הקוד� באלגורית� למיו

�  .היעילות תישאר ריבועית;  למיו�ביעילות האלגורית

 באותה את שני חלקי המער נוכל למיי�.  שימוש ברקורסיההמפתח לשיפור במקרה זה הוא

 ,)אותה שיטהבשוב (נמיי� שוב כל חלק ,  נוספי�לשני חלקי�מהחלקי� נחלק כל אחד : גישה

חלוקות החוזרות אנו יוצרי� קטעי� קטני� יותר ב. מערכי� ממויני��ונחזור ונמזג� לשני תת

ולכ� אי� צור בזימו� , הוא כמוב� ממוי�, 1 כאשר מגיעי� לקטע באור. ויותר של המער

  .  הוא א� כ� בסיס הרקורסיה1קטע באור . רקורסיבי למיונו
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תו שימוש במערכי עזר של  , )merge sort(מיזוג  מיו� מיו�השיטת את מציג האלגורית� הבא 

�  :האלגורית� משתמש בפעולת עזר למיזוג מערכי�,  שימו לב,כמו כ�. מספרי� שלמי

   )arr (יזוג מ%מיו�

  :בצע, �1המער גדול מא� גודל 

  , �arr2  וarr1 מערכי��תתחלק את המער לשני ) 1(  

  מחצית מאיברי המערכ המכילי� כל אחד                                    

  )arr1 (מיזוג% מיו� )2                    (

  )arr2 ( מיזוג% מיו� )3                    (

  arr  לתו arr2 ואת arr1 מזג את ) 4          (          

  

  

  

 המער 'בשלב א. ר את ריצת האלגורית� על מער שבו ארבעה איברי�האיור הבא מתא

 קוראי� 'בשלב ב). 1שורה  (2מערכי� בגודל �תתשני מחולק ל, שבו ארבעה איברי�, הראשוני

 קריאה רקורסיבית זו יוצרת שני ).2ה שור( הראשו�מער � ברקורסיה לאלגורית� המיו� על התת

  לתוהמערכי� אל� ממוזגי� שני תת'בשלב ג. ובשלב זה נעצרת הרקורסיה, 1 מערכי� בגודל�תת

סדרה של פעולות על ה מבוצעת אותה 'ה� ו'בשלבי� ד.  הוא ממוי�וכעת, 2 המער המקורי בגודל

 ,לבסו�). 3ה שור(השנייה סדרת פעולות זו מופעלת בשל הקריאה הרקורסיבית . השנימער �התת

  ).4שורה  (4 למער ממוי� בגודל ה ממוזגי� שני מערכי� אל',בשלב ו
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נניח לש� .  איברי�nמער שבו  הפועל על ,יזוגמ�חשב את סדר הגודל של האלגורית� למיו�נ

שבכל , ברמת הרקורסיה הראשונה מחולק המער לשני מערכי�. 2 הוא חזקה של �nפשטות ש

 �שבכל ,  לארבעה מערכי�הברמת הרקורסיה השנייה מחולקי� מערכי� אל.  איברי�n/2אחד מה

 �שבכל ,  מערכי��nחולק להרקורסיה נעצרת כאשר המער .  וכ הלאה, איברי�n/4אחד מה

  . אחד מה� איבר בודד

 �שורה . nברמה הראשונה אור המער הבודד הוא . את מהל הרקורסיה בכל אחת מרמותיהנבח

מיזוג של שני מערכי� מחייב סריקה ומעבר על . nמערכי� למער אחד באור �ממזגת שני תת) 4(

 יידרש .O(n) ,ל סכו� אורכי המערכי�ש, כלומר הוא מסדר גודל לינארי, כל איבריה� פע� אחת

. בהתא� למימוש שנבחר, קבוע של פעולות לצור חלוקת המער לשניי� ומיזוגו מחדשעוד מספר 



   סישרפ  – עיצוב תוכנה מבוסס עצמי�      � 132 �

� א כבר הראינו שדי להבי� באופ� ,יש קושי בחישוב  מספר הפעולות המדויק שמבצע האלגורית

  .  יעילות הפעולהכללי את התלות שלו באור הקלט כדי להגדיר את סדר הגודל של 

 על כל אחד ממערכי� אלה מבוצעי� . n/2רמת הרקורסיה השנייה מבוצעת על שני מערכי� באור

c⋅n/2�באופ� דומה .  צעדי�c⋅n=(c⋅n/2)2בס הכול מבוצעי� ברמת הרקורסיה השנייה .  צעדי

 �  . צעדי�c⋅nנית� לוודא כי בכל אחת מרמות הרקורסיה מבוצעי

 שלכל אחד מה� נשלחת מחצית המער שהיה בשלב ,מוני� רקורסיביי�האלגורית� מורכב מזי

�הדיו� על מספר הזימוני� כא� דומה ? כמה זימוני� שכאלה מתבצעי�. מיזוג לצור מיו�, הקוד

מספר ,  תאי�nכאשר המער מכיל , במקרה הכללי. צענו באלגורית� לחיפוש בינריימאוד לזה שב

היא  הכוללת  האלגורית�יעילותלכ� ,  מיזוגי�nה מתבצעי� יבכל חצי, log n שלו הואהחציות 

O(n⋅log n).   

 יעילותשהוא בעל , בועות שיפור של ממש בהשוואה לאלגורית� מיו�מהווה  n⋅log nסדר גודל  

O(n ,ריבועית
2
 השוואה זו. בי� שני סדרי הגודל מערכת הצירי� הבאה נראית ההשוואה על. (

הבדל שהול וגדל ככל , ילות האלגוריתמי� כבר במערכי� קצרי�מראה כי קיי� הבדל ניכר ביע

  .שגדל אור המער

  

  

  

  

  

  

  

  

   

  

  

כפעולה חיצונית על " מיו� מיזוג"ממש את האלגורית� בתרגילי� שבסו� הפרק תתבקשו ל

�  .מערכי
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   ית זמ� ריצה מעריכתיפונקצי. ה

 .  שאי� לה� פתרונות יעילי�עיותהנחשבות ב,  להדומותבעיות ל ו"הסוכ� הנוסע"נחזור לבעיית 

�י� איטנשאפילו בקלטי� ק,  פונקציות זמ� הריצה גדלות בקצב מהיר כל כהבאלגוריתמי� אל

  .אפשר להשתמש בה� לפתרו� הבעיות

משפחת הפונקציות החשובה ביותר ? אילו פונקציות נחשבות כמתארות זמ� ריצה בלתי סביר

). exponential functions (נקציות המעריכיותפו היא משפחת הההמתארת זמני ריצה כאל

  .  מופיע אור הקלט כמערי של חזקההבפונקציות אל

2הפונקציה 
nאת ה.  היא פונקציה מעריכית �O(2זמ� ריצתו שאלגורית

n
 , לא יהיה כדאי לממש(

 � ידי שימוש באלגורית� כזה נית� על .קצרי� במיוחדיהיו אלא במקרי� שבה� ברור שהקלטי

� שגידול קט� בגודל הבעיה מוביל לגידול משמעותי וכיו,  רק מופעי� קטני� של הבעיהלפתור

2 ידרוש 10קלט שאורכו , למשל, כ. מאוד במספר הפעולות
10

ולכ� במקרה זה , פעולות 1,024 = 

2 ידרוש 20קלט שאורכו . יהיה אפשר להיעזר במחשב
20

 עדיי� וג� זה – פעולות  1,000,000 ~ 

2 ידרוש  100אול� קלט שאורכו . סביר לביצוע על ידי מחשבפעולות  מספר
100

 =  1.26⋅10
 פעולות 30

  .וביצוע האלגורית� כבר לא יהיה אפשרי

 �. קיימות פונקציות זמ� ריצה שגדלות בקצב מהיר א� יותר מפונקציות מעריכיות פשוטותשמוב

n⋅2הפונקציות 
n ,2

n2

 ,n
nו �n! נחשבות בלתי , מעריכיותמפונקציות יותר  גדלות בקצב מהיר �וכול

�  .סבירות מבחינת זמ� הריצה שלה

  

    סיכו� –משפחות של סדרי גודל . ו

O(nהריבועי , O(n)הלינארי , סדרי הגודל שהכרנו עד כה
2
. אינ� היחידי�, O(log n)  והלוגריתמי(

O(nקיימי� ג� סדרי הגודל 
k
O(nכש� שהפונקציות במשפחה . k חיובימספר לכל  (

2
ות מהר  גדל(

O(n  שבמשפחההכ אל, O(n) שבמשפחה היותר מאל
3
 שבמשפחה  הגדלות מהר יותר מאל (

O(n
2
n)ג� סדר הגודל . (

.
log n)�גדלה , פונקציה שזה סדר הגודל שלה.  מאפיי� אלגוריתמי� רבי

  וכמוב�,) גדלה לאט�log nכיו� ש, א� כי המנה שלה� גדלה לאט(יותר מהר מפונקציה לינארית 

  .  גדלה לאט יותר מפונקציות שסדר הגודל שלה� ריבועישהיא 
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  גרפי� של סדרי גודל. 1.ו

� פונקציות י�המציגעליה משורטטי� גרפי� שוני� שמערכת הצירי� הבאה נתבונ� ב לסיכו

�שימו לב להבדלי� הגדלי� . בסדר הגודלהדוגמאות מדגישות את השיפור . מסדרי גודל שוני

  . גדל�nוהולכי� ככל ש

  

  

        

        

        

        

        

        

        

  

  טבלה מסכמת . 2.ו

הטבלה . ונציי� לכל אחת את סדר הגודל של יעילותה, נסכ� את הפעולות שניתחנו בפרק עד כה

סדר הגודל הקבוע הוא הקט� . מסודרת כ שסדר הגודל של היעילות הול וגדל במורד הטבלה

 �  : סדרי הגודל הולכי� וגדלי�וממנו והלאה מכל סדרי הגודל הקיימי

  

  הסבר ודוגמאות מייצגות  הסימו�  גודלסדר ה

ת יפונקצי(זהו סדר הגודל של פעולות שאינ� תלויות באור הקלט  O(1)  קבוע 
  )זמ� הריצה היא מספר קבוע

מתאי� פעמי� רבות לפעולות בה� אור הקלט סדר גודל זה  O(log n)  לוגריתמי
  .מצטמצ� בכל שלב כדי מחציתו

  חיפוש בינרי: דוגמה

  .f(n) = an+bפונקציות זמ� ריצה מהצורה  O(n)  לינארי

  חיפוש סדרתי: דוגמה

%לינארי
  לוגריתמי

O(nlog n) דוגמה :�  מיזוג אלגורית� למיו
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O(n  פולינומיאלי
k
  ,k>1פונקציות זמ� ריצה שה� פולינו� מדרגה  (

 f(n) = an
2
 + bn + c.  

O(nמיו� בועות הוא מסדר גודל : דוגמה
2
 k=2,  ריבועי(

O(2  מעריכי
n
  "נויאמגדלי ה"אלגורית� לפתרו� בעיית : דוגמה (

 אלגורית� להדפסת ;"הסוכ� הנוסע"אלגורית� : דוגמה O(n!)  עצרת
  קומבינציות

נוכל להיעזר בטבלה כדי , בה� נצטר לבחור בי� אלגוריתמי� שוני� לפתרו� בעיותשבכל הבעיות 

ת האלגורית� שסדר הגודל שלו בדר כלל נעדי� א. להשוות בי� אלגוריתמי� ממשפחות שונות

בדיקה מדויקת של אורכי קלט שוני� עלולה להצביע על תחומי� , א כפי שראינו, נמו יותר

בה� נצטר לבחור בי� אלגוריתמי� שבמקרי� .  עדי�–בה� אלגורית� בעל סדר גודל גדול יותר ש

 כדי להכריע בי� ,קית זמ� הריצה ולחשבה באופ� מדויינצטר לשוב אל פונקצ, משפחההמאותה 

  . האפשרויות השונות

  

  סיכו�. ז

• � להשוות י�אפשר זמ� ומקו� ממדדי. לבעיות נתונות קיימי� פתרונות אלגוריתמיי� שוני

�יעילותו של פתרו� אלגוריתמי נקבעת לפי זמ� ביצועו ולפי מרחב . בי� הפתרונות השוני

  .הזיכרו� שהוא צור

  .באור הקלט והיא אינה תלויה ,צע המחשבפעולת יסוד היא כל פעולה פשוטה שמב •

•  � פעולות היסוד תלות שבי� מספר הפעמי� שהאלגורית� מבצע את הפי מוגדר על מדד זמ

נות� הערכה של מש זמ� הריצה של האלגורית� עבור קלט באור  ד זהמד .לבי� אור הקלט

�  .נתו

שמבצע אלגורית� על  פעולות היסודת זמ� הריצה של אלגורית� מתארת את מספר יפונקצי •

   . במקרה הגרוע ביותר,nקלט באור

 הקטנת מספר ההוראות הנלוות לפעולת אפשר לשפר את יעילותו של אלגורית� על ידי •

והוא מאופיי� ביחס קבוע בי� זמני הריצה של , שיפור בקבועשיפור כזה מכונה . היסוד

  .לי� מספיק עבור אורכי קלט גדו,האלגורית� הראשוני והאלגורית� המשופר

המאופיי� ביחס , שיפור בסדר גודלרעיו� אלגוריתמי שונה לפתרו� בעיה נתונה יכול להוביל ל •

ככל שגדל , הול וגדל בי� זמני הריצה של האלגורית� המקורי ושל האלגורית� המשופר

  .יותר משיפור בקבועבדר כלל  מועיל שיפור בסדר גודל. אור הקלט

המאגדות פונקציות זמני ריצה שהיחס ביניה� מתקרב , י גודלנהוג להגדיר משפחות של סדר •

O(logn) ,O(n) ,O(n:ה� המשפחות שהכרנו בפרק . באורכי קלט גדולי� מספיק,לקבוע
k
) ,

O(2
n
) .  
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• �  : הכרנו שני אלגוריתמי� לחיפוש במער ממוי

o  הריצה שלו לינארית ישפונקציחיפוש סדרתי �  .תזמ

o  הריצת ישפונקציחיפוש בינרי �  .תה שלו לוגריתמיזמ

•   :הכרנו שני אלגוריתמי� למיו� מער

o �  .תזמ� הריצה שלו ריבועיית ישפונקצבועות  מיו

o �  .O(n⋅log n)זמ� הריצה שלו ת ישפונקצימיזוג  מיו

  .בלתי סבירריצה דורשי� זמ� האלגוריתמי� לפתרונ� ידועי� רק קיימות בעיות ש •

•  � אינ� ישימי� במחשב אלא ,עריכיתממ פחות טובה או , מעריכיתשיעילות�אלגוריתמי

  .לאורכי קלט  קצרי� במיוחד

  

  מושגי� 

  input size  אור קלט

 run time  זמ� ריצה

 binary search  חיפוש בינרי

 linear search  חיפוש סדרתי

  efficiency  עילותי

� merge sort  מיזוג מיו

  worst case  מקרה גרוע ביותר

  best case  מקרה טוב ביותר

  average case  קרה ממוצעמ

  order of magnitude  ר גודלסד

 elementary step  פעולת יסוד

 improvement by a factor  שיפור בקבוע
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        תרגילי�תרגילי�תרגילי�תרגילי�

  

  1שאלה 

  ?ות בכל אחדמתבצעפעולות בסיסיות כמה  ו,שלפניכ�בכל אחד מהאלגוריתמי� מהו אור
 הקלט 

  

  .א

public static void Stam1(int n, int big) 

{   

int num; 

int count = 0; 

Random random = new Random(); 

 

for(int i=1; i<=n; i++) 

{ 

num = random.Next(100); 

if(num>big) 

{ 

Console.WriteLine(num); 

count++; 

} 

} 

 

Console.WriteLine(count); 

} 

  

 .ב

public static void Stam2(int[] vec) 

{  

int sum = 0; 

 

for(int i=0; i<vec.Length; i=i+2) 

sum = sum + vec[i]; 

int avg = sum / (vec.Length/2); 

  

Console.WriteLine(avg); 

} 

 

  .ג

המטריצה המתקבלת ריבועית: ההנח //  

public static void Stam3(int[][] mat) 

{  

int sum = 0; 

 

for(int i=0; i<mat.Length; i++) 

for(int j=0; j<mat.Length; j++) 

sum = sum + mat[i][j]; 

double avg = (double)sum/(mat.Length*mat.Length); 

  

Console.WriteLine(avg); 

} 
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  .ד
המטריצה המתקבלת ריבועית: חההנ //  

public static void Stam4(int[][] mat) 

{  

int sum = 0; 

 

for(int i=0; i<mat.Length; i++) 

for(int j=0; j<=i; j++) 

sum = sum + mat[i][j]; 

   

Console.WriteLine(sum); 

} 

  

  2שאלה 

  .יורד יעילות בסדר מיינו את הזמני� .לפניכ� רשימה של זמני ריצה. א

1. 10n 

2. n
2

 

3. 2
n  

4. n
2 

+ n 

5. n
3

 

6. n⋅ log n + n 

7. 2
n  

+ n⋅ log n 

8. n⋅log n+10⋅ log n 

  .נמקו ? n = 10 ,n = 25: א תשתנה א� נתו$�הא� תשובתכ� ל. ב

  ?שבסעי% אמה� סדרי הגודל של זמני הריצה . ג

  

  3שאלה 

  ? זהההא� זוג הפונקציות הרשומות בכל סעי% הוא מסדר גודל

1. 50⋅ n + 100    2⋅ n2  

2. 300⋅ log n + 6    n / 100  

3. 6⋅ n2 + n     n2   

4. 6⋅n3 + n2 - 100    0.4⋅n3   

5. 6⋅n3 + n2 - 100    40⋅n2 - 4  

6. n + log n    10⋅n 

7. n⋅ log n     n  

    ?n5 + 30⋅n4 - n3 + 9⋅n + 8 ⋅4 :לדוגמה, מהו סדר הגודל של פולינו� כלשהו. ב
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  4שאלה 

  :יורדיעילות בסדר מיינו את הפונקציות 

  n2 + 3. א  log n - 300⋅50. ב  n - 4⋅0.5. ג

  n3 + 100⋅n2 - 10. ד  log n / 1,000. ה  n3 + n2 / 100. ו

   n2 /1,000 + 5,000⋅n. ז  n3 - 500⋅n⋅6. ח  n + n3⋅50. ט

  log n + 71,000⋅. י    

  

  

  5שאלה 

  :כתבו עבור כל קטע, nבהנחה שאור
 הקלט הוא . קטעי תוכניותכמה לפניכ� 

  ?ל האלגורית�מהי פונקציית זמ$ הריצה ש  .א

 ?מהו סדר הגודל של יעילות האלגורית�  .ב

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=10; i++) 

 x = x * i; 

Console.Write (x); 

   

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=n; i++) 

x = x * i; 

Console.Write(x); 

 

 

int x = 1; 

for (int i=n; i>=1; i--) 

{ 

 x = x + i; 

Console.Write(x); 

} 
Console.Write(x); 

 

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=n/2; i++) 

 x = x * i; 
Console.Write(x); 

 

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=n; i=i+2) 

 x = x * i; 

Console.Write(x); 
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int x = 1; 

int m = n; 

for (int i=1; i<=m; i++) 

{ 

 x = x + i; 

 m = m – 1; 

} 

Console.Write(x); 

Console.Write(m); 

 

 

int i = 1; 

while (i <= n) 

{ 

Console.Write(i);  

i = i * 2; 

} 

 
 

int i = n; 

while (i >= 1) 

{ 

if(i%2==0) 

Console.Write(i);  

 else 

 { 

  Console.Write("**"); 

  Console.Write(i); 

 } 

i = i / 2; 

} 

 

 

int i = 1; 

int sum1; 

int sum2 = 0; 

while (i <= n) 

{ 

 sum1 = 0; 

 for (int k=1; k<=n; k++) 

sum1 = sum1 + k;  

Console.WriteLine(sum1);  

sum2 = sum2 + sum1; 

i = i + 1; 

} 

Console.WriteLine(sum2); 
 

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=n; i++) 

{ 

for (int j=1; j<=100; j++) 

  x = x * j; 

 Console.Write(x); 

} 
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int x = 1; 

for (int i=1; i<=n; i++) 

{ 

for (int j=1; j<=i; j++) 

  x = x * j; 

 Console.Write(x); 

} 

 

 

int x = 1; 

for (int i=1; i<=n; i++) 

{ 

 m = n; 

for (int j=1; j<=m; j++) 

{ 

  x = x * i; 

  m = m / 2; 

} 

 Console.Write(x); 

  } 

  
  6שאלה 

טורקית נכתבת באותיות (נניח שברשותנו שני אלגוריתמי� המבצעי� הגהות כתיב לטקסט בטורקית 

: ואילו זמ$ ריצתו של השני הוא, f1(n) = 100,000nזמ$ ריצתו של האלגורית� הראשו$ הוא ). לטיניות

f2(n) = n
2.  

עה הא� יש בו כנית הקוראת מהמשתמש משפט ומודיוא� ברצוננו לשלב את האלגורית� בת  .א

  ?איזה אלגורית� נעדי%, שגיאות כתיב או לא

פרויקט הגמר : רמז(? הא� תשתנה תשובתנו, א� נרצה לשלב את האלגורית� במעבד תמלילי�  .ב

 ,"מלחמה ושלו� ",טולסטויספרו הארו
 של הוא תרגו� " טורקית למתקדמי�"של דני בחוג 

  .)מעברית לטורקית

  ?כל לומר כי האלגורית� השני יעיל פחותעבור איזה תחו� של אורכי קלט נו  .ג

  

  7שאלה 

 רוחו למורת. gradesבקצרנות במער
 המורה זרובבל אחס$ את ציוני התלמידי� בבחינה המסכמת 

. 100 את הציוני� כ
 שהציו$ הגבוה בכיתה יהיה לנרמלולכ$ החליט , הוא גילה שהציוני� נמוכי�

  :כדי לבצע זאת הוא נעזר בפעולה הזו

public static void NormalizeGrades(int[] grades) 
{   

int max = GetMaxGrade(grades); 

     

for(int i=0; i<grades.Length; i++) 

grades[i] = grades[i]*100/max; 

} 

 ?של הפעולהמהו אור
 הקלט   .א

 public static int GetMaxGrade(int[] grades)                    : ממשו את הפעולה  .ב
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הבחינו בי$ שני : רמז(? (…)NormalizeGradesפעולה � הצעדי� הבסיסיי� המתבצעי� במה  .ג

 . )סוגי� של צעדי�

  .(…)NormalizeGradesהפעולה  פונקציית זמ$ הריצה שלחשבו את   .ד

  

  

   8שאלה 

  :בפעולה זו המקבלת מספרי� חיוביי� בלבדהתבוננו 
public static int Mystery(int num) 

{ 

 int x = 0; 

    while (num > 0)  

    { 

       num = num / 10; 

       x++; 

 } 

 return x; 

} 
 

  ?527, 45, 1, 1000:  עבור המספרי�עולהאיזה ער
 תחזיר הפ  .א

  ? הפעולהטענת היציאה שלמהי   .ב

  ?מה יהיה סדר הגודל של יעילות הפעולה .נגדיר את אור
 הקלט להיות מספר הספרות במספר  .ג

 ? מה יהיה סדר הגודל של יעילות הפעולה .)num (ט להיות המספר עצמונגדיר את אור
 הקל  .ד

  .נמקו? ד� ג לפי�הא� יש סתירה בי$ סעי  .ה

  

  

   9שאלה 

 כמה איברי� הפעולה מחזירה .x של מספרי� ומספר נוס% arrהמקבלת מער
  פעולהכתבו   .א

 
  . או שווי� לו�x גדולי� מarrבמער

  ?ת� בסעי% א שכתבסדר הגודל של יעילות הפעולה ומה  .ב

 :  האלהותאת ההנחלמשימה מסעי% א נוסי%   .ג

•  
  . ממוי$ בסדר עולהarrהמער

• 
 . מופעי� כפולי� של ערכי�אי$ במער

• x
  .  מופיע במער

כתבו את .  בצורה יעילה יותרמשימהלפתור את הבפרק כדי  שהכרת� בפעולת עזר והשתמש

  .  הפתרו$  החדש ונתחו את יעילותו
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  10שאלה 

  :ב וענו על השאלות�אלגוריתמי� א והתבוננו ב

  א_אלגורית�

  .chקרא תו ) 1(

  .chהדפס את ) 2(

  

  ב_אלגורית�

  .nקרא את ) 1(

  :בצע  n ועד �1מ  iעבור ) 2(

  :בצע  n ועד �1מ  j עבור) 2.1(  

  .א_אלגורית�) 2.1.1(    

  .':'הדפס ) 2.1.2(    

  ."סו% הקלט": הדפס ) 3(

  

  ?האלגורית�סדר הגודל של יעילות ה מ? ב_ הצעד הבסיסי באלגורית�ומה  .א

  :תוחל% בשורה) 2.1(היה זמ$ הריצה של האלגורית� א� שורה ימה   .ב

  :בצע nועד   �i מ jעבור ) 2.1(  

  :שאחריוג וענו על השאלות _התבוננו באלגורית�  .ג

  

  )n (ג_אלגורית�

  .ch קרא תו) 1(

  : פעמי�nבצע ) 2(

  .chהדפס את ) 2.1(  

  ','הדפס ) 2.2(  

  

  :בשורהתוחל% ) 2.1.1(שורה ב _באלגורית�תנה התשובה לסעי% א א� כיצד תש

    )n (ג_אלגורית�) 2.1.1(    

  :בשורהתוחל% ) 2.1.1(שורה ב _באלגורית�כיצד תשתנה התשובה לסעי% ב א�   .ד

  )j (ג_אלגורית�) 2.1.1(    

  

  

   11שאלה 

 המער
  בקטעהקט$ מוצאי� את האיבר �iבשלב ה: מתבצע כ
 arr של מער
 בחירה$מיו#

i...arr.Length , איבר שבמקו� הבומחליפי� אותו�i .  

  . בחירה�למיו$פעולה כתבו   .א

  ?מהי יעילותו במקרה הטוב ביותר. הפעולהנתחו את יעילות   .ב
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  12שאלה 

  .  בפרקהצגו שה,למיו$ בועות (…)BubbleSortבפעולה התבוננו 

  ?כבר ממוי$הוא המער
  י� עלמעברתו� אחד הבכיצד אפשר לדעת הא�   .א

  ?בצע מעברי� מיותרי�ת כ
 שלא הפעולהכיצד אפשר לשפר את   .ב

 איזה סוג של ,א� כ$? הפעולההא� השיפור שהצעת� בסעי% הקוד� יגרו� לשיפור ביעילות   .ג

  .) ביותרחשבו מהו המקרה הגרוע(? שיפור

  ?מיזוג�הא� אפשר לחשוב על שיפור דומה ג� באלגורית� מיו$  .ד

  

  

   13שאלה 

 ה� 23 ,19 ,13 ,7 ,2, למשל.  ובעצמו בלבד�1 הוא מספר המתחלק ללא שארית ב ראשונימספר

, �i במתחלק nנאמר כי , ללא שארית nמחלק מספר אחר  iא� מספר כלשהו . מספרי� ראשוניי�

  . �i באינו מתחלק nאחרת נאמר כי 

  :אחרת' שקר'�ו, א� המספר ראשוני' אמת 'הפעולה הבאה מקבלת מספר של� ומחזירה
     //n>2: נחהה

public static bool IsPrime(int n) 

{ 

 for (int i = 2; i < n; i++)  

  if (n%i==0) 

   return (false); 

 return (true); 

} 

 

  .  את יעילות הפעולהונתח  .א

 אפשר לחסו
 מחצית ממספר, אינו זוגי nא� . הרי אינו ראשוני, �2שונה מוהוא זוגי  nא�   .ב

איזה סוג של שיפור . משופרת פעולהכתבו ? כיצד). 1( הלולאה בשורה הפעמי� שבה� מבוצעת

  ?בזמ$ הריצה נשיג בצורה זו

 ה�  n-1ובי$ 2במקו� לבדוק א� כל המספרי� בי$ : הבא ג� בצורה ההפעולהאפשר לשפר את   .ג

רי� עד מדוע מספיק לבדוק את המספ. �n ל2 בי$ נית$ לבדוק את המספרי�, nמחלקי� של 

n ?  

מה אפשר .  של� כלשהוkעבור  n = k⋅i נקבל, n המחלק את �nשגדול מ iא� קיי� מספר : רמז

  ? kלומר על 

ציירו גר% של הפונקציות או בדקו באמצעות ?  ה$ מאותו סדר גודל�n וnהא� הפונקציות   .ד

  ?ביעילות הפעולה שהכנסנו בסעי% גסיק מכ
 על השיפור מה תוכלו לה. טבלה

  

   14שאלה 

הפעולה תדפיס את שני האיברי� במער
 שההפרש ביניה� . פעולה המקבלת מער
 של מספרי� כתבו

  .O(n) הקפידו שסדר הגודל של הפעולה יהיה. הוא הגדול ביותר
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   15שאלה 

הפעולה תחזיר ). �100 ל0 בי$  שלמי��ערכי(ציוני� בו מאוחסני� שכתבו פעולה המקבלת מער
   .א

סדר הגודל של . )הניחו שקיי� אחד כזה( הציו$ שהופיע הכי הרבה פעמי� –את הציו$ השכיח 

  .O(n) הפעולה יהיה

  ? מה יקרה א� המספרי� המאוחסני� במער
 לא יהיו מוגבלי� לטווח מסוי�  .ב

  

    16שאלה 

הפעולה נעזרת ). �100 ל0ערכי� בי$ (ני�  ציו בומאוחסני�שמקבלת מער
  (…)Mystery1הפעולה 

  :להל$ הפעולות. (…)Mystery2עזר בש� �בפעולת

public static double Mystery1(int[] arr) 

{ 

 double res;  

 Mystery2(arr); 

  

 if (arr.Length%2 != 0) 

 res = arr[arr.Length/2]; 

else 

  res = (double)(arr[arr.Length/2 – 1] +                   

                                             arr[arr.Length/2]) / 2; 

 return res; 

} 

  

public static void Mystery2(int[] arr) 

{ 

int temp; 

 for (int i = 1; i <= arr.Length-1; i++)  

 { 

  for (int j = 0; j < arr.Length-i; j++)  

  { 

   if (arr[j]>arr[j+1]) 

   { 

    temp = arr[j]; 

    arr[j] = arr[j+1]; 

    arr[j+1] = temp; 

   } 

  } 

 } 

} 

 .(…)Mystery2כתבו את טענת היציאה של הפעולה . נמקו? (…)Mystery2מה יעילות הפעולה   .א

 .(…)Mystery1כתבו את טענת היציאה של הפעולה . נמקו? (…)Mystery1מה יעילות הפעולה   .ב

. בסדר גודל, מחדש כ
 שתשפר את יעילות הפעולה המקורית (…)Mystery1 הפעולה ממשו את  .ג

  .(…)Mystery2אי$ חובה להיעזר בפעולה 
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   17שאלה 

שהוא ,  מער
 חדשהחזירמהפעולה . �b וa, פעולה המקבלת שני מערכי� של מספרי� שלמי� כתבו

  .O(n)ה הקפידו שסדר הגודל של הפעולה יהי. �b ו aמכפלת שני המערכי� 

 cהאיבר הראשו$ במער
 :  תתבצע כ
c=a·bהמכפלה . cנקרא למער
 החדש שיוחזר בש� : הסבר

 
האיבר השני במער
 , b בכל אחד מאיברי המער
 aשווה לסכו� המכפלות של האיבר הראשו$ במער

c 
  .וכ
 הלאה, b בכל אחד מאיברי המער
 a שווה לסכו� המכפלות של האיבר השני במער

  

  : האלה �b וaעבור שני המערכי� , לדוגמה

 2  7 3 a 
  

5 3  1 4 b 
 
 : הזהcיוחזר המער

 26  91 39 c 
 :על פי החישוב 

c[0] = 3*4 + 3*1 + 3*3 + 3*5 = 39 

c[1] = 7*4 + 7*1 + 7*3 + 7*5 = 91 

c[2] = 2*4 + 2*1 + 2*3 + 2*5 = 26 

  

  

  18שאלה 

   . כפעולה חיצונית על מערכי�,שנלמד בפרק, "מיו$ מיזוג"ממשו את האלגורית�   .א

 ומדדו ,ליו$ תאי�י תאי� ועל מער
 בגודל מ1,000הריצו את הפעולה שכתבת� על מער
 בגודל   .ב

עליכ� לבצע , שניות� במילי,מש
 ריצת הפעולה במחשבאת כדי למדוד . את זמני הריצה בפועל

 :הזהאת הקוד 

DateTime startSortTime = DateTime.Now; 

MergeSort(arr);  // מיזוג  הממיינת מערך על פי אלגוריתם מיוןפעולה   

DateTime finishSortTime = DateTime.Now; 

TimeSpan sortTime = finishSortTime.Subtract(startSortTime); 

Console.WriteLine(sortTime.TotalMilliseconds); 

 

 .יזוגמ הפעולה למיו$נמשכה הריצה של שניות � מיליכמהבסיו� יודפס 

 השוו את .עבור הפעולה למיו$ מער
 על פי אלגורית� מיו$ בועותדומה בצעו מדידת זמ$ ריצה   .ג

 
נסחו את . המיו$ מיזוג על מערכי� בגדלי� אלאלגורית� הזמני� שקיבלת� לזמני� שנמש

  . מסקנותיכ�
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   19שאלה 

 הגדול ביותר  ומדפיסה את המחלק המשות�n2% וn1כתבו פעולה המקבלת שני מספרי� שלמי�   .א

  . של שניה�

  .נתחו את יעילות הפעולה שכתבת�  .ב

  

  

  20שאלה 

 והמספר 1למעט (מחלקיו של מספר כל הדפסת : מבצעות את המשימהשלפניכ� שתי הפעולות 

  ):עצמו

  

public static void PrintAllDividers1(int num) 

{ 

 for (int i=2; i<num; i++) 

  if (num % i == 0) 

   Console.WriteLine(i); 

} 

 

public static void PrintAllDividers2(int num) 

{ 

for (int i=2; i<=num/2; i++) 

  if (num % i == 0) 

   Console.WriteLine(i); 

} 
 

 .נתחו את יעילות שתי הפעולות  .א

  .נמקו?  יעילה יותרפעולהאיזו   .ב

  

  

  


